Sissejuhatavad kommentaarid (P.Saari)
Alljärgnev uurimistöö.– mis, muide, on võitnud I preemia Eesti riiklikul noorteadlaste konkursil 2003.a. – sobib nii sisuliselt tasemelt, kui ka mahult ning vormistuselt kolmanda aasta diplomitöö eeskujuks TÜ infotehnoloogia või ka füüsika õppekavas. 

Ühtlasi on uurimus oma paljude piltidega väga heaks/ilmekaks lisa-õppematerjaliks kursuse “Signaalitöötlus I” Fourier’ kujutiste käsitluse juurde. 

Võtmaks alljärgnevat näidisena uurimistöö Wordi-tehnilisel vormistamisel, 
st nägemaks kõiki teksti vorminduse ‘mehhanisme’, tuleb faili avamise järel Wordi aknas paika panna järgmised seaded.

· Vajuta tööriistariba nupp “¶” asendisse “sees” või vajuta Ctrl+Shift+8.
· Menüüs-dialoogis Tööriistad-Suvandid –Kuva (Tools-Options-View)
pane linnuke “(” aknasse Vormindusmärgid – Kõik (Formatting Marks – All),
Välja varjutus (Field shading) vali Alati (Always)
ja Laadiriba laius (Style Area) 1 kuni 2 cm.

· Pane dokumendi kuvamine normaalvaatesse (Normal View), vajadusel vajutades selleks ekraani allservas vasakult esimest nuppu. Samast 3.-nda nupuga kuvatav, aga pahatihti ainukasutatav küljendivaade (Print Layout View) on arvutit aeglustav ning tegelikult ette nähtud mitte teksti sisestamiseks vaid lehekülgede vaatamiseks küljendatult koos jooniste-piltidega-tabelitega nii, nagu nad lähevad paberile. 

· Oma tööks on soovitav on menüüst-dialoogist Vorming – Automaatvorming (Format – Autoformat) keelata Word’il püüd aimata tal ise ära vajalik vorming. Alles võiks jätta vaid linnukesed Suvandite Asenda-loetelusse, näiteks on kahe järjestikuse sidekriipsu automaatne asendamine mõttekriipsuga mugav, samuti või murru  ½ sisetumine erimärgiga.

Kui kerida käesolevat faili üle peatükkide, on normaalvaates  vasakul serval näha, kuidas rakendatud on vähegi mahukamate (üle 1-2 lk) tekstide jaoks ainuõiget reeglit: igale teksti tüüpelemendile tema vorming eri laadi (style) omistamise kaudu! Teksti otsest – ilma laadiautomaatika vahenduseta – n.ö. käsitsi vormindamist tuleks rakendada vaid erandjuhtudel (nagu eelmise lause osa rasvaseks tegemisel), kuid mitte korduvate tekstielementide nagu peatüki pealkirjad jms esiletõstmiseks. 

Laadidega (Styles)on tagatud ühtlane vormindus läbi kogu töö ja laadi omaduste muutmisega on korraga hetkeliselt muudetav vastava tekstielemendi , näiteks alapealkirjade väljanägemine kogu töö ulatuses. Veelgi enam – kui kasutada peatükkide-paragrahvide vorminguks fikseeritud nimedega laade Pealkiri 1, Pealkiri 2 jne (mille etteantud väljanägemist võib muidugimõista endale meelepäraseks muuta), siis saavad kättesaadavaks mitmesugused Word’i lisamugavused nagu näiteks automaatne sisukorra tekitamine. 

Kui ülanimetatud valikud on menüüs-dialoogis Tööriistad-Suvandid –Kuva (Tools-Options-View) tehtud, siis ülejärgmisel lehel on näha selline sisukord, mille halli värvi (näitab, et tekst pole tavaline vaid iseuuenduv) toonitud väljale hiireklõps viskab kohe ette vastava lehekülje failis.
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1 Sissejuhatus

Absoluutse enamiku informatsioonist saab inimene nägemismeele kaudu. Igasugusel informatsioonil on alati olemas mingi füüsikaline kandja. Nägemise puhul on selleks muidugimõista silma langev valgus. Silma võrkkestale projitseeruv ruumiline valgus​väli annab detailiderohke pildi vaadatavast muuhulgas põhjusel, et valguse lainepik​kus on üsna väike ja seega difraktsioon ei silu olematuks valguslainete välja seda peenstruktuuri, mis vajalik teravaks nägemiseks.

Infotöötlemise seisukohast võib silma pidada teatavaks optiliseks paralleelprotsesso​riks, mis võrkkestale kujutist moodustades teostab korraga teatava integraalteisenduse silma langevast väljast, detekteerib ja digitaliseerib selle piksliteks valgusärritusi vastuvõtvate kolvikeste ning kepikeste abil ja suunab närviimpulssideks kodeerituna ajju edasiseks töötlemiseks. Kusagil aparaadi silm+aju sees realiseerub ka elutähtis nägemismeele lisafunktsioon – kujutiste äratundmine, mille mehhanism pole lõpuni selge, kuid mis näib ka olevat teatav integraaloperatsioon. 

Infotehnoloogias ja signaalitöötluses eriti on põhiliseks integraalteisenduseks Fourier’ pööre (edaspidi ka lühendatult – FP). Näiteks võimaldab FP selgelt välja tuua perioo​dilisusi ilmastiku-, börsi- jms andmete aegridades, rääkimata mürasse uppunud elekt​rilistest signaalidest kõikvõimalikes mõõtmis- ja diagnostikaaparaatides.

Juba 1960.-ndatel aastatel, kohe peale laseri leiutamist, pöörati tähelepanu huvitavale asjaolule, et laseri koherentse valgustuse puhul teeb tavaline lääts langeva valgusväl​jaga teisenduse, mis matemaatiliselt on väga heas lähenduses ei midagi muud kui Fourier’ pööre. Et see teisendus toimub nö valguse kiirusel ja pealegi paralleelselt üle kahedimensionaalse kujutisepinna, arendati tollal ka kiiresti välja optilise kompuutri loomise põhimõtted. Koos holograafiliste meetoditega andsid need võimaluse luua koguni assotsiatiivne ülimahukas mälu, rääkimata kujutiste äratundmise mitmesugus​test viisidest. Paraku optiliste tehnoloogiate mahajäämus elektroonsetest integraal​skeemide mikrominiaturiseerimises jättis optilise paralleeltöötluse meetodid arvutus​tehnika arengu ääremaile, mõningal määral pakkusid nad elektronarvutitele konku​rentsi luureülesannetes, kus tegeldi eriti suure pikselite arvuga satelliidi- jms fotode töötlemisega. Viimaseil aastail aga on optiliste ja fotooniliste komponentide tehno​loogias tehtud jõudsaid edusamme. Hologramm-turvamärkide edasiarendusena on kommertsialiseerumisstaadiumis optilisel FP-l põhinevad krüpteerimismeetodid, sõr​mejäljel põhineva kui siiski ebaoperatiivse ja piiratud usaldatavusega isikuidentifit​seerimise asemel on peale 11. septembri terrorirünnakuid võetud lennujaamades ka​sutusele silma vikerkesta mustri optilisel analüüsil põhinev isikutuvastus [1]. Pole kahtlust, et optiline infotehnoloogia – sealhulgas eriti infomahukate kujutiste valgus​laineiga paralleelselt ja ülikiiresti teostatavail Fourier' pöördeil jt integraalteisendustel põhinevad infotöötlusmeetodid – hakkab ilmestama alanud sajandit, nagu elektronar​vuti tegi seda möödunud sajandi lõpus.

Antud töö teemaks on optilise ja arvutil numbriliselt tehtava Fourier' pöörde kõrvutav uurimine. Selleks koostatud lihtne katseseade läätsest, CCD‑kaamerast ja selle väl​jundkaabli signaale töötlevast arvutist nagu kopeeriks looduslikku nägemisseadet – silmalääts, silmapõhi ja sealt närvikimp ajju. Põhimõtteliseks erinevuseks on aga fil​milindi negatiivile kantud sisendkujutiste koherentne valgustamine laseriga ja läätse tavalisest kujutiseprojitseerimisest erinev, nn 2F paigutus, misläbi CCD‑kaamera pikslitele langeb sisendkujutise kahedimensionaalne Fourier’ pööre ning registreeri​takse selle intensiivsus ehk mooduli ruut.

Töö probleemipüstituseks oli: (a) proovida järele, kuidas tegelikult ja milliste ekspe​rimentaalsete keerukustega põrkudes annab realiseerida koherentse valguse difraktsioonil põhineva optilise FP‑protsessori ideed; (b) uurida, kuivõrd füüsikalis-optiliselt saadud FP vastab sama sisendsignaali nö teoreetilisele, arvutil saadud digitaal-matemaatilisele FP‑le; (c) uurida, kas ja kuivõrd kahedimensionaalne FP toob välja kujutiste sisemisi seaduspärasusi.

Skaleeruva perioodilisusega à la matrjoška kui sisemise seaduspärasusega kujutiste tuntud esindajaiks on fraktalid. Kuna isegi mustvalged fraktalid on esteetiliselt nau​ditavad, siis saigi need põhilisteks katseobjektideks valitud. Tükati perioodilist mustrit leidub ka sõrmejälgedel, seetõttu – ja kuna sõrmejälgede uurimine on arusaadavalt intrigeeriv – proovisime ka oma FP‑prosessoril enda sõrmejälgi pöörata. Varjatud pe​rioodilisuse FP‑ga ilmsikstuleku ootamatu õppetunni andis aga esimese partii filmine​gatiivide „aia taha minek“ põhjusel, et nende pildistamisel laserprinditud kujutiselt heledaim nivoo sisaldas palja silmaga nähtamatut hõredat punktmustrit, mis Fourier’ kujutises andis iseloomuliku heleda punkt-nelinurga (vt § 4.3).

Käesolev on kirjutatud kokkuvõttena autorite initsiatiivil Tartu Ülikooli Füüsika Ins​tituudis läbi viidud uurimistööst. Temaatika valik kujunes välja autorite ühisest huvist täppisteaduste, eriti füüsika vastu. Teema valiku otsustas uuritava valdkonna kõrge arengupotentsiaal ning samuti võimalus kaasata tulemuste mahukaks analüüsiks täna​seks kõrgele arengutasemele jõudnud kompuutreid. Uurimustöös on märgatavat rõhku pandud optiliste ning digitaalsete andmetöötlusvõimaluste kõrvutamisele. Põhiosa valmis 2002. aasta sügisest alates toimunud iganädalase Füüsika Instituudi laboris töötamise tulemusena.

Töö suure mahu tõttu on autoritel olnud erinev roll töö erinevate etappide läbimisel. Mihkel Kree arvutas sisendsignaalidena kasutatud fraktalid ning viis läbi arvutiekspe​rimendi ja katseandmete digitaalse töötlemise. Aigar Vaigu tekitas arvutis olevaist failidest transparendid filmilindile ning vastutas sõrmejälgede digitaalsele kujule saa​mise eest. Laboris tehtud jõupingutused optilise katseseadme kokkupanemisel ning sellel katsete läbiviimisel on autorite ühistöö.

Käesolev töö jaguneb kolmeks osaks. Esimene osa annab sissejuhatava ülevaate Fourier’ teisenduse olemusest ning selle põhiomadustest, kirjeldatakse Fourier’ tei​senduse teostamist nii optilisel kui arvutuslikul meetodil. Teises osas kirjeldame täp​semalt katseseadet ning sellel läbi viidud mõõtmisi, anname ülevaate arvutuslikult teostatud eksperimendist ning kirjeldame ka sisendsignaalide kandjate valmistamis​etappe. Töö kolmandas, kõige olulisemas osas esitame tehtud eksperimentide tulemu​sed, analüüsime ja ilmestame neid asjakohase aruteluga, üritame leida tulemusi ühen​davaid seaduspärasusi ning modelleerime optilise meetodi abil avastatud hõredat peenstruktuuri ka arvutil.

2 Fourier’ teisendus

2.1 Fourier’ teisenduse põhiprintsiipidest

Muutuvaid suurusi üldse ja igasuguseid signaale eriti saab kirjeldada kahel alternatiiv​sel, põhimõtteliselt erineval, kuid samaväärsel viisil: aja/koordinaatide esituses ja sa​gedusesituses. Esimese kirjeldusviisi puhul vastab igale koordinaatide väärtusele ja/või ajahetkele signaali tugevus. Teisel juhul vaadeldakse kogu signaali kõikvõima​like erineva sagedusega sinusoidide või sinusoidaalsete lainete summana, kusjuures igal sellisel sageduskomponendil on oma kindel amplituud ja võnkefaas, mis määra​tud signaali kujuga. Igat signaali on võimalik täielikult kirjeldada nii ühe kui ka teise esitusviisi abil. Fourier’ teisenduse ehk Fourier’ pöörde (Fourier transform) eesmärk on aja/koordinaadi (või koordinaatide) ruumis esitatud signaali teisendamine tema vasteks sagedus(t)e ruumis ehk signaali sagedusspektri leidmine. See ühtlasi tähen​dab, et teisenduse käigus ei saa minna informatsiooni kaduma, kuna nimetatud sig​naali esitusviisid on samaväärsed.

Järgnevalt illustreerime kahedimensionaalsete signaalide – mille hulka kuuluvad ka tavalised mustvalged kujutised ning hallskaalas pildid – Fourier’ teisendust graafili​selt. Kujutame esmalt kahedimensionaalset signaali, mis ühes sihis on muutumatu, teises sihis aga muutub kui koosinusfunktsioon. Koosinusfunktsiooni muutumispiir​kond on määratud lõiguga [-1,1]. Kui aga soovime, et signaal omaks igas punktis vaid mittenegatiivset väärtust (matemaatika keeles: oleks positiivselt määratud), lii​dame koosinussignaalile konstandi, mis on arvuliselt võrdne koosinusfunktsiooni koe​fitsiendiga. Konkreetse näite puhul on koosinusfunktsiooni amplituud 2 ning seetõttu peab ka liidetav konstant olema 2. Joonisel 2‑1 on signaal kujutatud 3D graafikuna, mille vertikaalteljel on meelevaldses (kuid lineaarselt proportsionaalses) skaalas sig​naali tugevus. Horisontaaltasandi punktile vastab signaali kandva tasandi punkt sig​naali argumentide muutumispiirkonnas, horisontaaltasandit määravate telgede ühikud on mõistagi pikkusühikud.
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Joon. 2‑1 Ühes sihis muutuv signaal kujul 
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 on tasandi koordi​naat muutuvas sihis. Vertikaalteljel on kujuta​tud signaali tugevus, viimast markeerib ka pinna värvus.
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Joon. 2‑2 Fourier’ teisendusel saadud sagedus​spekter joonisel 2‑1 kujutatud signaalist.


Joonisel 2‑1 kujutatud tasandilise signaali Fourier’ pööre on esitatud joonisel 2‑2. Fourier’ pööre asub sagedustasandis, mille koordinaate ei määra mitte kaks pik​kusdimensiooniga arvu nagu tavalises koordinaatruumis, vaid tasandi koordinaadid on määratud kahe arvuga, mille dimensioonideks on pöördpikkusühikud (näiteks 
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). Pöördpikkusühikuline arv (lainearv) näitab täisperioodide arvu ühe pikkusühiku kohta ehk (ruumilist) sagedust. Sagedustasandi algkoordinaat, mis asub joonisel 2‑2 kuju​taud tasandi tsentris, tähendab lõputult väikest ehk nullsagedust, mis sisuliselt tähen​dab lõputult väikese ehk nullperioodiga koosinusfunktsiooni, mis aga on ilmselt konstant. Tasandi sageduskoordinaatide nullpunktist (ehk antud juhul joonise tsent​rist) kaugemal paiknevatele punktidele vastavad suuremad sagedused. Iga sagedus​spektri punkt määrab oma asukohaga sagedustasandis sellele vastava koosinusfunkt​siooni sageduse ning iga sagedusspektri punkt määrab oma väärtusega vastava koosi​nusfunktsiooni amplituudi. Kui mingis punktis amplituud on null, siis see tähendab, et sellele punktile vastava sagedusega (ko)sinusoidaalset komponenti signaalis ei si​saldu.

Meenutame, et joonisel 2‑1 on kujutatud signaal, mis on saadud koosinusfunktsioonile konstandi juurdeliitmisel. Eelneva põhjal võime aga konstandi asemel kirjutada null​perioodiga koosinusfunktsiooni. Joonisel 2‑2 kujutatud tasandi tsentris asuv piik mää​rab nullperioodiga koosinusfunktsiooni ehk konstandi amplituudi, mis konkreetse näite puhul on 2 – seesama 2, mille liitsime kujutise konstantse foonina. Paneme üht​lasi tähele, et selles sihis, kus esialgne signaal on konstantne, ei paikne sagedustasan​dil ühtki nullist erinevat väärtust mujal kui nullteljel. Küll aga näeme, et sihis, kus esialgne signaal muutub, esineb sagedustasandil nullteljest eemal positiivseid väärtu​seid. Need paiknevad sümmeetriliselt kahel pool nullpunkti. Fourier’ pöörde omadu​seks on, et tsentri suhtes sümmeetrilise kahedimensionaalse signaali Fourier’ pööre on samuti sümmeetriline tsentri suhtes. On teada, et negatiivse argumendiga koosinus​funktsioon omab sama väärtust positiivse argumendi puhul, mis on võrdne viimase negatiivse arvu absoluutväärtusega. Seega on negatiivse sagedusega funktsioon identne sama absoluutväärtusega positiivse sagedusega koosinusfunktsiooniga. Sage​dustasandis sümmeetriliselt paiknevad punktid aga omavadki sama absoluutväärtuse​list koordinaati. Üldiselt tuleneb Fourier’ pöörde sümmeetria negatiivsete ja positiiv​sete sageduste suhtes harmooniliste funktsioonide esitusest komplekssete eksponen​tide kaudu (nn Euleri valem) ja signaali reaalsuse tingimusest. Paneme veel tähele, et antud joonisel 2‑2 asuvad rohelised piigid omavad väärtust 1. Kui liidame 2 identset ühikulise amplituudiga koosinusfunktsiooni, saame koosinusfunktsiooni, mille amp​lituud on 2, see aga esineski meie konstrueeritud näites, mille tulemus on kujutatud joonisel 2‑1.
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Joon. 2‑3 Ühes sihis muutuv signaal kujul 
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 on tasandi koorinaat muutuvas sihis. Vertikaalteljel on kujutatud signaali tugevus.
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Joon. 2‑4 Fourier’ teisendusel saadud sagedus​spekter joonisel 2‑3 kujutatud signaalist.


Joonisel 2‑3 on kujutatud eelmise näitega analoogiline signaal. Joonisel 2‑3 on samuti kujutatud signaal, mis on saadud koosinusfunktsiooni ja konstandi summeerimisel, kusjuures konstandi väärtus on võrdne koosinusfunktsiooni amplituudiga, milleks sel korral on 1. Koosinusfunktsiooni sagedus aga on 4 korda suurem kui joonisel 2‑1 ku​jutatud signaalil. Seega mahub nüüd samasse ruumiosasse 4 korda suurem arv täispe​rioode kui eelmisele näite puhul. Analoogiliselt on esitatud selle signaali Fourier’ tei​sendus sagedustasandisse joonisel 2‑4. Tähelepanu tasub pöörata sellele, et rohelised piigid paiknevad tsentrist parajasti 4 korda kaugemal kui joonisel 2‑2 kujutatud juhul, mis aga tähendabki 4 korda kõrgemat sagedust.
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Joon. 2‑5 Ühes sihis muutuv signaal kujul 
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 on tasandi koordinaat muutuvas sihis. Vertikaal​teljel on kujutatud signaali tugevus.
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Joon. 2‑6 Fourier’ teisendusel saadud sagedus​spekter joonisel 2‑5 kujutatud signaalist.


Joonisel 2‑5 on toodud joonisel 2‑1 ja joonisel 2‑3 kujutatud signaalide summeerimi​sel saadud signaal. Selle signaali saamiseks summeeritakse kõrgema sagedusega koo​sinusfunktsioon amplituudiga 1, madalama sagedusega koosinusfunktsioon amplituu​diga 2 ning nullsagedusega koosinusfunktsioon ehk alaliskomponent ehk foon väärtu​sega 3. Joonisel 2‑6 on kujutatud selle summaarse signaali Fourier’ pööre. Sage​dustasandist on võimalik välja lugeda, et nullsagedusega komponendi väärtus on 3 ning madalama sagedusega (ehk tsentrile lähemal asuva) koosinusfunktsiooni ampli​tuud nii negatiivse kui positiivse sageduse jaoks on 1 ning sama näitaja kõrgema sa​gedusega koosinusfunktsiooni jaoks on 0.5.

2.1.1 Digitaalne Fourier’ teisendus

Digitaalse esituse korral on signaal jagatud koordinaatide diskreetsetele väärtustele vastavateks diskreetseteks tasemeteks. See tähendab, et signaal ei ole enam pidev funktsioon, vaid arvude jada. Niisuguse signaali salvestamiseks kulub arvutis N mä​lupesa, kus N on vaadeldavate punktide arv (kujutise kui 2D signaali puhul pikselite arv). Matemaatiliselt leitakse Fourier’ pöördes mingile sagedusele vastav ampli​tuud, kui integreeritakse üle kogu signaali perioodi. Digitaalse esituse korral sisaldab Fourier’ pööre N erinevale sagedusele vastavat amplituudi, kusjuures iga ampli​tuudi väljaarvutamiseks kulub N operatsiooni. Kogu teisenduse jaoks seega kulub 
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 operatsiooni. Kui meil on näiteks suurusega 1000x1000 kahemõõtmeline maat​riks, siis sisaldab see 
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 andmevälja ning diskreetse Fourier’ teisenduse tegemiseks kulub 
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 operatsiooni, mis on liiga suur arv selleks, et tüüpiline tänane arvuti sel​lega mõistliku aja jooksul hakkama saaks.

Õnneks on möödunud sajandi viimasel kolmandikul leiutatud mitmeid kiire Fourier’ teisenduse (Fast Fourier Transform ‑ FFT) algoritme, mis suudavad teisenduse teha oluliselt kiiremini ehk vähema operatsioonide arvuga. Kiire Fourier’ teisenduse puhul kasutatakse „jaga ja valitse“ lähenemist, kus esialgne andmehulk jagatakse kaheks väiksemaks ning neid saadud osi vaadeldakse eraldi, selle tulemusena väheneb algo​ritmi keerukus 
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ln(

N

N

×

 operatsioonini. Nüüd kulub 1000x1000 maatriksi teisendami​seks suurusjärgus 
[image: image18.wmf]7
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 operatsiooni, mis on ilmselt jõukohane igale tänasel päeval toodetavale arvutile. FFT algoritmi optimaalseim realiseerimine toimub niisu​guste sisendandmete korral, kus vektori (ühemõõtmeline signaal) või maatriksi (ka​hemõõtmeline signaal) mõõtmed on arvu 2 astmed. Sellest kaalutlusest lähtuvalt on enamik digitaalse teisenduse jaoks sisendina kasutatud 2D piltidest mõõtmetega 1024x1024.

FFT funktsioon saab sisendina signaali kui 2D maatriksi ning annab väljundina sa​muti 2D maatriksi, mille elemendid on üldjuhul kompleksarvud. Järgnevas punktis 2.1.2 kirjeldatava optilise meetodi puhul kannab digitaalselt saadud Fourier’ pöörde maatriksiga võrdväärset informatsiooni elektromagnetvälja väljatugevuse amp​lituud ja faas. Kuna me visuaalselt registreerime elektromagnetlainete puhul mitte välja tugevust, vaid välja intensiivsust, ning kuna intensiivsus on võrdeline välja tu​gevuse mooduli ruuduga, siis visuaalse võrdluse tarvis tuleb asendada Fourier’ pöörde maatriksis kompleksarvud nende mooduli ruutudega, mis teatavasti on reaalar​vud.

2.1.2 Optiline Fourier’ teisendus

Paigutame kumerläätse fokaaltasandisse sisendmaski, milleks võib olla erineva läbi​paistvusega aladega slaid. Joonisel 2‑7 kujutataval juhul on sisendmaskile kantud sa​ma siinuseline signaal, mida vaatlesime punktis 2.1. Valgustame seda sisendmaski op​tilise peatelje sihis suunatud koherentse valgusega, milleks sobib näiteks monokromaatse laseri valguskimp. Kui paigutame läätse tagumisse fokaaltasandisse ekraani, projitseerub sellele sisendmaski kui signaali Fourier’ pööre selles mõttes, et valguslainevälja võnkeamplituud ja faas ekraani tasandis muutub tänu laineoptika seadustele heas lähenduses nii nagu maskile kantud kujutise Fourier’ pööre. Seega ekraanile tekkiva kujutise heledus jaotub nii nagu sisendsignaali Fourier’ pöörde mooduli ruut. Joonisel 2‑7 ongi ekraani tsentris ere punkt, mis vastab signaali alaliskomponendi amplituudile; samuti on märgata sümmeetriliselt paiknevaid kahte piiki, mille asukoha määrab maski triipude tihedus .
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Joon. 2‑7 Fourier’ teisenduse teostamine läätse kui  paralleel protsessoriga.

Kui sisendmaski struktuur on väikesemõõtmeline, st läbipaistvus muutub järsult väikeste vahemaade tagant, siis difrageeruvad vastavaid sisendmaski punkte läbinud lained tugevalt, st nende levisuunale vastavad kiired kanduvad märga​tavalt üle läätse laiali ning pärast läätse läbimist paiknevad nad paralleelselt, sest tea​tavasti koondub läätsele suunatud paralleelne kiirtekimp fokaaltasandis. Kui sisend​maski punktist kandub valgus rohkemal või vähemal määral üle kogu läätse, siis on ilmne, et iga sisendmaski punkt mõjutab väga mitmete punktide intensiivsust ekraanil. See on igasuguse integraalteisenduse tunnus. Ekraani antud punktis registreeritav in​tensiivsus on määratud erinevate valguslainete interferentsiga: nad vastastikku kas tugevdavad või nõrgendavad resultantvälja.

See kvalitatiivne käsitlus näitab, et lääts toimib antud tingimustes Fourier’ teisenduse protsessorina. Kui suure täpsusega – seda võimaldab leida difraktsiooniteeoriale toe​tuv kvantitatiivne käsitlus. Teisenduse teostamise kiirus ei sõltu sisendmaskis sisaldu​vast informatsioonihulgast (pikslite arvust). Optiline teisendus toimub reaalajas, ainus ajaline viivitus on seotud valguse liikumisele kuluva ajaga, mis on aga inimmaailmas tühine suurus.

Järgneva näitena vaatleme üksikut kitsast pilu kui kahedimensionaalset signaali (joon. 2‑8). Joonisel tähistab must ala signaali puudumist (täpsemalt – väärtust “null”) antud punktis ning valge ala signaali olemasolu (täpsemalt – väärtust 1). Teisenduse tulemu​seks saadud pildil tähistavad erinevad halltoonid musta ja valge vahel proportsionaal​selt intensiivsust võrreldes maksimumväärtusega. Ühe telje sihis vaadatuna on pilu kui kitsas piik, teise telje sihis on pilul aga suured (tasandiga võrreldavad) mõõtmed. Selle signaali teisendus Fourier’ sagedustasandisse on toodud joonisel 2‑9. Paneme tähele, et piki pilu telge ei sisalda sagedustasand nullist oluliselt erinevaid väärtusi mujal kui nullteljel (mis jookseb joonise keskel), sest pilu telje sihis on signaal pea​aegu muutumatu (va pilu otsad). Samas aga pilu teljega risti olevas sihis on märgata märkimisväärselt tugevaid amplituude ka kõrgemate sageduste puhul. 
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Joon. 2‑8 Kitsas pilu kui kahedimensionaalne signaal. Must värv tähistab signaali puudumist ning valge signaali olemasolu.
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Joon. 2‑9 Kitsa pilu Fourier’ teisendus sagedus​tasandisse.


Joonisel 2‑10 on esitatud sinc-funktsiooni ruudu graafik, mis vastab joon. 2‑9 toodud kujutise läbilõikele piki tsentrit läbivat telge (tõestus § 2.3). Esitatud pilt on analoogiline üksiku pilu difraktsioonipildiga. On oluline märkida, et difraktsioonipildis saadava peamaksimumi laius on pöördvõrdeline pilu laiusega, nagu peabki olema vastavuses Fourier’ pöörde põhiomadustega. Mida laiem pilu, seda kitsam on peamaksimum; suure pilu korral taandub registreeritav difraktsioonipilt vaid punktiks.
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Joon. 2‑10 Sinc funktsiooni ruudu graafik. Sinc funktsiooni teise astme graafik vastab pilu Fourier’ kujutisse tekkiva valguse intensiivsuse läbilõikele piki tsentrit läbivat telge, mis on ühtlasi ka pilu difraktsioonipildiks.

Difraktsioonipildi intensiivsust kujutav valem vastab täielikult matemaatilise Fourier’ teisenduse integraalvalemi järgi saadavale kastfunktsiooni Fourier’ kujutise avaldisele (vt § 2.3). Ühe osana oma tööst viisime läbi eksperimendi pilu kui sisendsignaaliga, saadud tulemusi kirjeldatakse punktis 4.1.

2.2 Fourier’ pöördteisendus

Kui Fourier’ teisendus viib signaali koordinaadi ruumist sageduse ruumi ehk annab signaali sagedusspektri, siis Fourier’ pöördteisendus (inverse Fourier transform) tei​sendab sagedusspektri kaudu esitatud signaali koordinaadi ruumi. Matemaatilise defi​nitsiooni poolest on Fourier’ teisendus ja Fourier’ pöördteisendus väga sarnased, neid eristab vaid integreeritava avaldise eksponendis asuv kordaja -1.

Digitaalsel juhul realiseeritakse Fourier’ pöördteisendus samasuguse ajakuluga kui Fourier’ teisendus. Fourier’ pöördteisenduse teostamise algoritm saab sisendina sagedustasandit kujutava (üldiselt kompleksarvuliste) elementidega maatriksi ning väljastab antud sagedusspektrile vastava signaali koordinaatide ruumis. On intuitiivselt mõistetav, et kui Fourier’ pöördteisendust teostavale programmikoodi funktsioonile anda sisendina Fourier’ teisendust teostavalt funktsioonilt saadud väljund, saame Fourier’ pöördteisenduse funktsioonilt väljundi, mis on identne esialgu Fourier’ teisenduse funktsioonile antud sisendiga.
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Joon. 2‑11 Põhimõtteline optiline skeem Fourier’ päri- ja pöördteisendese teostamiseks.

Nagu päripidise Fourier’ teisenduse teostamiseks saab valguslainete levi ja  transformatsioone kasutada optilise paralleelprotsessorina, saab ka Fourier’ pöördteisendust läbi viia optiliselt. Selleks tuleb optiliseFourier’ teisenduse skeemi täiendada veel ühe lisaläätsega, nagu kujutatud joonisel 2‑11. Lisatava läätse eesmine fokaaltasand ühtib esimese läätse tekitatud Fourier’ pöörde asukohaga (sagedustasandiga), ehk teisisõnu: läätsede fookused paiknevad ühes punktis. Teise läätse tagumisse fookusesse paigutame ekraani. Kui nüüd valgustada esimese läätse ees paiknevat sisendmaski koherentse valgusega, tekib läätsede ühisesse fookusesse Fourier’ kujutis sisendmaskist. Teine lääts toimib siinkohal Fourier’ pöördteisenduse protsessorina: tema esimeses fokaaltasandis paiknevast sagedusspektrist tekib läätse tagumisse fokaaltasandisse antud sagedusspektrile vastav signaal. Sisendmaski (signaal), mis asub esimese läätse esimeses fokaaltasandis, täpne kujutis (signaali Fourier’ teisenduse Fourier’ pöördteisendus ehk signaal ise) tekib teise läätse tagumisse fokaaltasandisse.

2.3 Fourier’ teisenduse matemaatikast

Kui 
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 tähistab ühemõõtmelist uuritavat signaali, siis selle Fourier’ teisendus defineeritakse järgmiselt (vt. näiteks [2]):
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Siin 
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 tähistab sagedust, millele vastava sinusoidi kui signaali koostisosa amplituudi ja faasi esitatud integraaliga leitaksegi. Avaldises esineva eksponentfunktsiooni jaoks kehtivat Euleri seost 
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 läheb meil hiljem tarvis. Sama integraalavaldis nurksageduse 
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Analoogiliselt defineeritakse kahemõõtmelise signaali 
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 Fourier’ teisendus [3]:
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Siin u ja v tähistavad sagedusi (mõõdetult x ja y dimensiooni pöördühikutes) erinevate x,y‑tasandi telgede sihtides.

Vaatleme ühemõõtmelise Fourier’ teisenduse valemi rakendamist pilu difraktsioonipildi näite varal. Nimelt on pilul difrageerunud koherentne valguslaineväli, kui see pilu taga koondada läätsega ekraanile – nagu seda tavaliselt tehakse difraktsiooni demonstreerimisel – ekraani- ehk sagedustasandis heas lähenduses võrdeline pilu kui kahenivoolise signaali FP-ga 

Valime koordinaatide alguspunktiks pilu tsentri, seega defineerime pilu laiusega 2a kui signaali, mida esitab funktsioon 
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. Lahtiseletatult: pilu positsioonis omab funktsioon väärtust 1, väljaspool pilu aga väärtust 0. Leiame nüüd sellele funktsioonile vastava Fourier’ pöörde:
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Kasutades spetsiaalset funktsiooni sinc [4], võib tulemuse kirjutada ka kujul F() = 2asinc(a). Kui üldistame pilu kahemõõtmeliseks signaaliks tingimusel, et pilu pikkus on võrreldamatult suurem pilu laiusest, saamegi valemi (2.3) põhjal Fourier’ teisenduses piluga risti olevas sihis tulemuseks pilu kui ühemõõtmelise signaali Fourier’ teisendusega võrdelise signaali. Seega on Fourier’ kujutise tasandi tsentrit läbiv piluga ristsihiline lõige kirjeldatav ühemõõtmelise signaali Fourier’ teisendusega. Viimase seostamiseks ekraanil nähtava kujutisega tuleb silmas pidada, et FP kui informatsiooni kandjaks on valguslainete elektrivälja tugevus, aga nähtav või registreeritav kujutis on valguse intensiivsus, mis on võrdeline elektrivälja tugevuse mooduli ruuduga. Seega väljundkujutise intensiivsuse jaotus piki piluga ristiolevat suvalist sirget avaldub 
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Seega intensiivsus on võrdeline sinc-funktsiooni ruuduga. Sinc-funktsiooni omadustest teame (vt. ka valem 2.5), et see funktsioon omab maksimaalväärtust 1 kohal 0. Seega:
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Sagedusmuutujat määratlev valem 
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 [5] seob omavahel optilise Fourier’ pööraja sagedustasandis paiknevale punktile vastava ruumilise nurksageduse 
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 ning sellele sagedusele vastava punkti kauguse 
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 optilisest teljest (sagedustasandi tsenter) optilise süsteemi parameetritena antud valguse lainepikkusega 
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 ning läätse fookuskaugusega 
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. Kui avaldame koordinaadi nurksageduse kaudu, võime pilu Fourier’ kujutise heleduse jaotust piki y‑telge ekraanil kirjeldada niisuguse y‑koordinaadi funktsioonina
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Võrdleme saadud jaotust nüüd füüsikaõpikutes pilu difraktsiooni elementaarsel käsitlusel saadud tulemusega. Nimelt, näiteks [6] põhjal avaldub pilu (laiusega 2a) difraktsioonipildi intensiivsuse jaotus väikeste kõrvalekaldenurkade järgi järgnevalt:
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On teada, et väikeste nurkade jaoks 
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. Saame huvitava tulemuse, kui vaatleme pilu difraktsioonipilti pilust ühe läätse fookuskauguse võrra eemal (eemaldame Fourier’ läätse ning asendame selle ekraaniga). Seega, väikeste kauguste 
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 puhul optilisest teljest on difraktsioonipildi intensiivsus 
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Valem (2.9) langeb kokku valemiga (2.7), mis näitabki, et lainete difraktsioon realiseerib füüsikaliselt Fourier’ pöörde kui integraalse operatsiooni. 

Kui meenutame, et Fourier’ pööre tekitatakse läätse taga kokku 2F kaugusele pilust, jõuame intrigeeriva järelduseni. Nimelt on Fourier’ kujutises valguse intensiivsuse jaotus sama võrreldes pilu difraktsioonipildi intensiivsuse jaotusega läätse positsioonis. Tundes põhilisemaid läätsede omadusi, ei ole sellele kokkulangevusele raske seletust leida. Kui pilu paikneb läätse optilisel teljel ning pilu mõõtmed on väikesed, siis pilu valgustamisel koherentse valgusega liigub pilust läätseni kiirte koonus, mis muutub läätse läbimisel paralleelseks kiirtekimbuks. Põhjus seisneb muidugi selles, et paralleelsete kiirte kimp koondub fokaaltasandis ning läätse puhul on kiirte käik pööratav. Kuni läätseni on nii Fourier’ teisenduse kui ka ainult difraktsiooni puhul kiirte käik täpselt sama. Erinevate valguslainete interferentsil saadud tulemust kajastab intensiivsuse muster läätse asemele paigutatud ekraanil. Pärast läätse aga liiguvad kõik kiired paralleelselt, mistõttu suhtelisi käiguvahesid enam ei teki ning interferentsi tulemusel registreerime Fourier’ teisendusena läätse fokaaltasandis täpselt samasuguse pildi, mis oleks tekkinud läätse asemel paiknevale ekraanile. See pilu puhul ilmne, kuid laineoptika seisukohalt siiski kvalitatiivseks jääv arutlus aga ei tähenda, et optilist Fourier’ protsessorit üldiste kahedimensionaalsete sisendkujutiste jaoks võiks teha ilma läätseta. Läätse kui sfäärilise laine tasalaineks (ja vastupidi) teisendaja roll seisab selles, et ta teisendab difraktsioonil FP-ga vastavalt kõrvalekalduvate lainete kaldenurkade järgi jaotuse üle jaotuseks mööda ekraani joonmõõtmeid.

2.4 Fraktalid ja sõrmejäljed kui uurimisobjektid Fourier’ teisenduseks

Siin alapunktis motiveerime oma uurimistöö jaoks sisendsignaalide valikut  Kui soovime uurida erinevate kahedimensionaalsete signaalide – mida võib esitada ka lihtsalt hallskaalas piltidena – Fourier’ kujutisi, on esimene nõue huvipakkuvate tulemuste saamiseks, et kujutis sisaldaks piisavalt registreeritavat informatsiooni. Sisendsignaalid tuleb valida seetõttu üsna teadlikult ja reaalse katseseadme võimalusi arvestades läbimõeldult. Esimene nö tehniline probleem seisneb selles, et alaliskomponenti määrav sagedustasandi tsenter võib omada ümbritsevast piirkonnast väga palju kordi suuremat intensiivsust, seetõttu on raske määrata intensiivsusi teiste sageduste kohal. Selle vältimiseks peaksime jälgima, et signaal ei sisaldaks ulatuslikke suure konstantse väärtusega alasid – maski kui piltsignaali puhul peaksime hoiduma suurematest kõrge läbipaistvusega aladest. Teine oluline asjaolu seisneb selles, et ühe tavalise piltsignaali Fourier’ kujutises tihtipeale puuduvad intensiivsed kõrged sageduskomponendid ning sümmeetria, mille tulemusena Fourier’ kujutis on infotühi ja lisaks optilises protsessoris halvasti registreeritav: kujutise tsentri lähedal on ebamäärane kõrge intensiivsusega ala ning tsentrist kaugemal intensiivsus läheneb nullile. Näitena olgu siinkohal toodud J. Fourier’ portreepildist (joon. 2‑12) arvutil tehtud Fourier’ kujutis (joon. 2‑13).
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Joon. 2‑12 J. Fourier’ portreepilt.
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Joon. 2‑13 Fourier’ pööre pildist 2‑12 kui signaalist.
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Joon. 2‑14 Kolmnurkne Sierpinski fraktal.




Ühed tuntud ja intrigeerivate omadustega matemaatilised objektid on fraktalid. Fraktalite tähtsaimaks omaduseks võib pidada nende enesesarnasust. Oskusliku fraktalite valiku puhul õnnestub meil vältida suuri konstantselt tugeva signaalinivooga alasid, teisisõnu: leidub fraktaleid, kus pildina esituse korral üht värvi pinda ei leidu väga suurte aladena (joonisel 2‑14 näitena esitatud Sierpinski fraktalil on selliseks musta värviga ala). Viimane tingimus annab meile põhjust loota, et Fourier’ teisenduses niisugustest fraktalitest on alaliskomponendil suhteliselt väiksem osakaal, mistõttu võib osutuda võimalikuks registreerida tugevaid intensiivsusi ka sagedustasandi tsentrist suhteliselt kaugematel, fraktali peenstruktuurile vastavate sageduste positsioonidel. Kui pidada silmas fraktalitele omast enesesarnasust, võib püstitada hüpoteesi, et ehk on ka fraktali Fourier’ pööre enesesarnase struktuuriga. Viimasele hüpoteesile ei õnnestunud küll kinnitust saada internetis leiduvate materjalide põhjal. Me ei leidnud kahjuks viiteid sellele, et keegi oleks tegelenud fraktalite Fourier’ pöörete uurimisega. Kindlasti on seda tehtud, kuid ilmselt süvateaduslikus erialakirjanduses, millega loodame tutvuda tulevikus.

Samuti tunduvad ka sõrmejäljed vastavat nõutud kriteeriumitele, sõrmejälgede kujutistes on tihe struktuur joontest ja joonevahedest, ning on mingil määral tajuda korrapära selles mõttes, et sõrmejälg koosneb kontsentrilisi kaari ja ringe meenutavatest detailidest.

2.5 Fourier’ pöörde faas ja moodul

Teatavasti esitub Fourier’ pööre kompleksarvudena, täpsemalt öeldes esitub Fourier’ pööre komleksarvulistest elementidest koosneva tasandina. Kompleksarvudest on aga lihtne eraldada faasi ja moodulit, sest iga kompleksarvu võib esitada nö polaarkoordinaadistikus.
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Joon. 2‑15 J. Fourier’ portreepildi Fourier’ pöörde mooduli ruut.
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Joon. 2‑16 Kolmnurkse fraktali Fourier’ pöörde mooduli ruut.


Joonistel 2‑15 ja 2‑16 on vastavalt esitatud piltidest 2‑12 (Härra Fourier’ portreepilt) ja 2‑14 (fraktal) tehtud Fourier’ pöörete moodulite ruudud.
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Joon. 2‑17 J. Fourier’ portreepildi Fourier’ pöörde faas.
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Joon. 2‑18 Kolmnurkse fraktali Fourier’ pöörde faas.


Fourier’ pööretel saadud kompleksarvude kohta võime ka esitada vaid faasi, joonistel 2‑17 ja 2‑18 ongi esitatud piltidest 2‑12 ja 2‑14 tehtud Fourier’ pöörete faasid.

Fourier’ pöördteisenduse tarvis on aga vajalik kompleksarvuliste andmeväljade olemasolu, ainult FP faasi või ainult FP mooduli teadmisega ei ole võimalik pöördteisendusel esialgset signaali saada. Samas võime kombineerida erinevate signaalide FP faasid ja moodulid.
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Joon. 2‑19 Fourier’ pöördteisenduse tulemus portreepildi FP faasi ja fraktali FP mooduli kombinatsioonist.
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Joon. 2‑20 Fourier’ pöördteisenduse tulemus fraktali FP faasi ja portreepildi FP mooduli kombinatsioonist.


Kui teeme Fourier’ pöörteisenduse sagedusobjektist, mis on saadud J. Fourier’ portreepildi FP faasist ja fraktali FP moodulist, saame tulemuse (joon. 2‑19), milles on visuaalselt võimalik täheldada portreepildi struktuuri. Kui aga kombineerime portreepildi FP mooduli ja fraktali FP faasi, saame Fourier’ pöördteisendusel joon. 2‑20 esitatud tulemuse, millel eristub selgesti fraktali kolmnurkne struktuur.

Saadud tulemustest võime järeldada, et FP faasil on moodulist suurem roll visuaalselt jälgitavate struktuuride kujundamisel. Kahjuks on aga optiliselt saadud FP faasi registreerimine liiga komplitseeritud ettevõtmine, mistõttu piirdume käesolevas töös optilisest katseseadmest vaid FP mooduli ruudu (valguse intensiivsus) registreerimisega CCD‑kaamera abil.

3 Uurimismetoodika

3.1 2-dimensionaalsete sisendsignaalide-transparentide valmistamine

Uurimistöös kasutasime kahte tüüpi sisendsignaale. Esimeseks kasutatud sisendsignaaliks oli reguleeritava laiusega pilu, mille mõõtmeid sai muuta vahemikus 0‑4 mm. Valisime pilu oma esimese katse jaoks seepärast, et pilu kohta oli eelnevalt väga täpselt teada, milline kujutis tekib Fourier’ sagedustasandisse. Seetõttu võimaldas teoreetiliselt etteennustatava tulemuse kokkulangevus meie katse tulemusega hinnata kogu katseseadme toimimise korrektsust.

Teiseks sisendsignaali tüübiks olid transparendid filmilindile kantud negatiividena. Laborist, kus katseid tegime, leidsime ühe mikrofilmile pildistatud kolmnurkse fraktali. Kui asetasime selle pilu asemele katseseadme sisendsignaali jaoks ettenähtud asukohta, saime Fourier’ teisendusel sagedustasandisse väga ilusa pildi. Peatükis 2.4 toodud põhjenduste taustal on üsna mõistetav, miks otsustasime fraktalite Fourier’ teisendusi põhjalikumalt uurima hakata. Nimelt koosneb fraktalite struktuur paljudest erinevatest kõrgetest sagedustest, mida on Fourier’teisenduse abil väga selgelt näha ning hea uurida. Fraktalite genereerimiseks tarvilikust meetodist ning selle realiseerimisest annab ülevaate § 3.1.1.

Lisaks fraktalitele valmistasime ka sõrmejälgi kujutavad transparendid. Proovisime esmalt iseseisvalt sõrmejälgi paberile saada, kuid kasutatud kontoritint oli selleks liiga vedel, et katta ainult nahakurdude ülemised pinnad, alati valgus tint ka kurru põhja. Viimasel juhul oli saadud jäljeks ainult sõrme kontuuriga must laik. Sellepärast lasime oma sõrmejäljed Tartu Politseiprefektuuris paberkandjale jäädvustada, et saada sõrmejälgedest võimalikult kõrgekvaliteediline jäljend. Järgnevalt skaneerisime sõrmejäljed arvutisse ja suurendasime neid digitaalselt sel määral, et väljaprindis kataks sõrmejälje kujutis kogu paberilehe.

Uuritavad sisendsignaalid kanti transparendiks järgmisel meetodil. Kõigepealt printisime A4 formaadis paberile uuritavat signaali kujutava pildi. Piltide printimisel jälgisime, et väljaprindis kataksid kujutised kogu paberi ala ühtlaselt. Printimisel kasutasime kõrgekvaliteedilist ja suure lahutusvõimega (1200 dpi) printerit, et jäädvustada paberile ka kõige väiksemad detailid. Seejärel lasime Eesti Ajalooarhiivis A4 paberitel olevad kujutised mikrofilmile pildistada ja sellega olidki vajalikud transparendid valmis. Ajalooarhiivis palusime kujutisi vastaval määral skaleerida, et tulemuseks oleva filmi negatiivil jääksid paberi kujutise mõõtmed ühe sentimeetri suurusjärku.

Kõik ei sujunud siiski nii ootuspäraselt, kui algul tundus. Esimene fraktalite väljatrükk ebaõnnestus täielikult, kuid see selgus alles katse teostamise käigus. Kogu pind fraktalite ja sõrmejälgede ümber, mis oli ette nähtud olema valge, sai tänu pilditöötlusprogrammile vaevumärgatava halli tausta. Helehall taust tuli seega välja alles katse käigus. Hilisemal uurimisel selgus, et seal, kus meie arvates oleks pidanud olema 100% valge pind, oli hoopis 1%‑3% musta pinda (selle arvulise hinnangu saime hiljem pilditöötlusprogrammist). Vea kõrvaldamiseks muutsime pilditöötlusprogrammis pildid kahevärvilisteks: 100% must või 100% valge.

Õrna halltooniga piltide iseärasused Fourier’ sagedustasandis on põhjustatud laserprinteri tehnoloogilistest iseärasustest. Kõik halltoonid, v.a. 100% must ja 100% valge, kantakse paberile rastermeetodil, s.t. väikestest punktikestest koosnevatena ja iga toon määratakse punktide tihedusega pindalaühiku kohta ning punktide intensiivsusega ehk suurusega. Samas tõi nende rasterpindade avastamine kaasa ka positiivseid tulemusi. Fourier’ kujutises esialgu mõistetamatuks jäänud nelinurga tipud osutusid silmale eraldamatu rastri indikaatoriks. Saime näiteks ka teada, et printer trükib pikselist väiksemate ühikute kaupa, seega on võimalik paberile jäädvustada palju täpsemaid ja detailiderohkemaid kujutisi, kui me seni võimalikuks pidasime.

On oluline rõhutada saadud negatiivide detailsust. Vaadeldes negatiive mikroskoobi all, oli selgesti võimalik eristada pildi väljaarvutamisel tekkinud pikseleid, seega pole ei printimise ega negatiivide tegemise tõttu mingisugust infot kaduma läinud.

3.1.1 Fraktalite arvutamine

Fraktalite väljaarvutamiseks kirjutasime programmeerimiskeeles C++ programmi, mis MRCM (Multiple Reduction & Copy Machine) meetodil [7] arvutab soovitud sügavusega fraktalid ja kirjutab need GD graafikateegi abil png-tüüpi pildifaili. Kolmnurksete Sierpinski fraktalite genereerimise illustreerimiseks on toodud joonis 3‑1.
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Joon. 3‑1 Kolmnurkse fraktali samm-sammuline genereerimine.

Meetodi põhiline idee on väga lihtne. Antud juhul tehakse objektist kui värvitud kolmnurgast kolm koopiat, neid vähendatakse täpselt 2 korda ning nihutatakse erinevatesse positsioonidesse. Saadud väiksemate kolmnurkadega teostatakse täpselt samad sammud. Teatud piirsuurusest (selle saab programmile parameetrina ette anda) väiksemaid kolmnurki enam ei jagata väiksemateks, vaid kirjutatakse faili värvitud kolmnurk. Tekkinud pildifaili taustavärv on valge ning väikesed kolmnurgad on musta värvi.

Täpselt sama algoritmiga (MRCM), kuid erinevate parameetritega (näiteks koopiate arv, suurus, paiknemine, pööramine, venitamine) on tekitatud ka kõik teised kasutuses olnud fraktalid. Kirjutatud programmi positiivseks omaduseks on käsurea parameetrina saadava itereerimise sügavuse etteandmise kaudu fraktalis olevate kolmnurkade (üldisemalt mistahes kujundi või punkti) lõppsuuruse ja -arvu lihtne määramine.

3.2 Katseline optilise Fourier’ pöörde protsessor

Kasutatavad vahendid optilise Fourier’ teisenduse teostamiseks: laser λ=633 nm, väljundvõimsus N=6,2 mW; läätsed fookuskaugustega f=25 cm ja f=33,(3) cm, f=13 cm ja f=11 cm; kaks tasapeeglit; teleskoop suurenduskoefitsiendiga 30; CCD‑kaamera pikseli läbimõõduga d=0.009 mm; ekraan; filtrid valguse intensiivsuse vähendamiseks; muudetava laiusega pilu, transparendid (mikrofilmid), millel on kujutatud vaadeldavad objektid; optiline laud ja sinna juurde kuuluvad optiliste detailide justeeritavad kinnitussõlmed; mikroskoop; nihik; joonlaud.

Esmalt tuli meil paika panna optiline telg, mille määrab ära laseri kiir. Paigaldasime lauale siinid ja valisime sobiva kõrguse optilisele teljele (ratsurite keskmine kõrgus). Optilise telje täpseks seadistamiseks peab laserkiirel olema kaks vabadusastet, kuid laseri asendi muutmine oli väga ebamugav ja oli raske saavutada soovitud tulemust. Laseri kiire paremaks seadistamiseks paigutasime laserkiire ette kaks teineteisega täisnurga all olevat peeglit (joon. 3‑2), mille asendi muutmisega reguleeritakse kiirte käik. Oleks saanud hakkama ka ühe peegliga, kuid suurema täpsuse saavutamiseks vajasime siiski kahte peeglit. Optiline telg paigas, hakkasime optilisele lauale paigaldama katseskeemi. Laserist väljuva kiire läbimõõt oli 1 mm, mis ei olnud piisav valgustamaks täielikult 10‑20 mm läbimõõduga sisendmaski. Suurendasime teleskoobiga laserkiire laiust 30 mm-le.
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Joon. 3‑2 Peeglid laseri kiire seadistamiseks.

Teleskoobi järele asetasime ratsuri maskide kinnitamiseks, sellest ühe fookuspikkuse kaugusele läätse optilise tugevusega +3 dptr. Läätsest ühe fookuspikkuse kaugusele ekraani (alusele liimitud papitükk mõõtmetega 10x15 cm). Läätse rolli optilisel Fourier’ teisendusel kirjeldatakse punktis 2.1.2.
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Joon. 3‑3 Katseseade optilise Fourier’ teisenduse läbiviimiseks. P- peeglid; T – teleskoop; S – sisendmaski asukoht (antud juhul on sisendmaskiks pilu); L – lääts. CCD-kaamera jäädvustab signaali Fourier’ teisenduse mooduli ruudu, mida esitab valguse intensiivsus.

Koostatud katseseadme (joon. 3‑3) esmaseks testimiseks teostasime katse piluga kui sisendmaskiga, millest on juttu punktis 2.1.2, katse tulemustest antakse ülevaade punktis 4.1.

Optilisel töötlemisel saadud piltide edaspidise analüüsimise seisukohalt on keskse tähtsusega nende jäädvustamine CCD‑kaameraga. Piltide jäädvustamiseks ei vajanud me kaamera objektiivi, sest kiired olid juba läätsega koondatud. Objektiivi asemele oli pandud läbipaistmatu ja matt-musta sisepinnaga metalltoruga. Toru ülesanne oli vähendada ebaolulist mürafooni, mis segab katse tulemuse kõrgekvaliteedilist jäädvustamist. Toru pinnal neeldub suures osas kogu valgus, mis ei lange risti kaamerale (joon. 3‑4).
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Joon. 3‑4 CCD-kaamera ees olev toru mürafooni vähendamiseks.

Fourier’ kujutise jäädvustamiseks CCD‑kaameraga asetasime kaamera tasandi läätse fokaaltasandisse, kus kontrollkatse korral oli ekraan. Mõningate katsete puhul selgus, et mõnele punktile langev laseri valgus oli suurem lubatud maksimaalsest intensiivsusest, selle tulemusena toimus vastavate salvestuspesade ületäitumine kaameras ja nendesse mitte mahtunud fotoelektronid hakkasid mõjutama naabruses asuvate salvestuspesade lugemit, mis aga ilmsesti moonutas tulemust. Vähendasime laserkiire intensiivsust kahe filtriga, mis nõrgendasid  teatud määral kasutuses olevat valguse intensiivsust. Ühe paigutasime enne esimest peeglit ja teise CCD‑kaamera toru otsa kohale, tulemus oli igati rahuldav.

Nimetatud viisil salvestasime kõikidest sisendmaskidest tehtud Fourier’ teisenduste kujutised. Põhjaliku ülevaate saadud tulemustest annab § 4. Punktid 4.3 kirjeldatakse eelmises peatükis kirjeldatud hõreda halli värvi mõju Fourier’ teisendusele. On selge, et digitaalsel kujul oleva maatriksi väljaprintimisel saadud tulem koosneb tegelikult ühikulistest baasruudukestest, mida on mikroskoobi all hõlpsasti võimalik jälgida. Need baasruudukesed avaldavad märgatavat mõju Fourier’ kujutisele.

Katsete tegemise käigus otsustasime vahepeal natukene peeglite asendit korrigeerida, millest piisas, et tekitada Fourier’ tasandisse soovimatud parasiit-valguslaigud kui katset moonutavad artefaktid. Kui läätsele langev kiirtekimp koondada läätse fokaaltasandisse, siis seekord ei koondunud kõik kiired enam ühte punkti, mis ühtlasi tähendab, et enne läätseni jõudmist ei paiknenud kõik kiired paralleelselt. Läätse fokaaltasandisse tekkis lisaks teravale tsentrile ka umbmääraselt paiknevaid ringjoone kaari, tekkiva pildi põhimõtteliseks edasiandmiseks on tehtud joonis 3‑5.
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Joon. 3‑5 Mitteparalleelsete kiire koondamisel läätse fokaaltasandisse saadud pilt.

Neid ebamääraseid valguse lisakomponente tekitavad optilised pinnad pidid paiknema kusagil enne läätse, sest segajate olemasolu peaaegu ei sõltunudki läätse asendist optilise telje suhtes. Selgus, et kiired olid osalt hajunud ka enne teleskoopi, seega olid artefaktid põhjustatud peeglitest. Palju kriimustusi mõlemal peegelpinnal muutsid selle ebatasaseks ja põhjustasid kiirte hajumise. Defekti oleks võibolla olnud võimalik kõrvaldada peeglite asendi muutmisega, suunates laserkiire kahjustamata pindadele. Me ei kasutanud seda võimalust, sest ei olnud sugugi kindel, et saame soovitud tulemuse ja suudame laserkiire suunata tagasi täpselt optilisele teljele. Sellise tegevuse ebaõnnestumise korral oleks tulnud kogu katseline protsessor osadeks võtta ja kõik jälle algusest üles ehitada, mis olnuks aga liialt suur töö.
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Joon. 3‑6 Hajunud kiirte eemaldamiseks täiendatud katseseade. P – peeglid; T – teleskoop; L – läätsed; D – väikese avaga diafragma; S – sisendmaski kinnituskoht. CCD‑kaamera jäädvustab Fourier’ teisenduse mooduli ruudu, mida esitab valguse intensiivsus.

Õnneks pärast teleskoopi läätsega laia laservalguse koondamisel punktiks hajunud kiired hoopiski hajusid ümber fookuse, samal ajal optilise teljega paralleelsed kiired koondusid fookuses. Sellises hajunud kiirte käitumises peituski pääsetee. Seadsime optilisele lauale ka teise teleskoobi, mis paiknes vahetult esimese teleskoobi järel (saadud skeem kujutatud joonisel 3‑6). Teine teleskoop erinevalt esimesest oli omal käel konstrueeritud kahest läätsest. Ehitatud lisateleskoop koosnes kahest peaaegu võrdse fookuskaugusega läätsest (f=13 cm ja f=11 cm), polnud põhjust valida väga erinevate fookuskaugustega läätsi, sest valguskimbu diameetri muutmine ei olnud enam vajalik. Läätsed asetasime nii, et nende fookused langeksid ühte ning ühisesse fokaaltasandisse asetasime diafragma, mis eraldas tsentrisse koondunud kiired teistest. Seega olime rakendanud optikas ruumilise filtreerimise nime all tuntud võtet.

3.3 4F katseseade Fourier’ pöördteisenduse jaoks

Uurisime suvalistest fotodest tehtud diapositiividel esinevate piirjoonte esiletoomise võimalust 4F katseseadmega (joon. 3‑7). On teada, et Fourier’ tasandis koondub keskele laiadelt pindadelt tulnud valgus ehk alaliskomponent ja kui see kinni katta ning teha saadud sagedustasandist Fourier’ pöördteisendus, siis tulevad piltidel esile piirjooned.
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Joon. 3‑7 Optiline katseseade Fourier’ pöördteisenduse jaoks. P – peeglid; T – teleskoop; S – sisendmaski kinnituskoht; L – läätsed; F – Fourier’ sagedustasand; E – ekraan.

Kirjeldatud tulemuste saamiseks seadsime optilisele lauale kaks ühtivate fookustega läätse. Oma positsioonidele jäid sisendsignaali hoidev alus ja sellele järgnenud lääts, kuid läätse teise fokaaltasandisse asetasime ratsuri “noa” (tsentri välja lõikamiseks) hoidmiseks. “Noast” asetasime ühe fookusepikkuse kaugusele teise läätse tugevusega +4 dptr ning selle läätse tagumisse fokaaltasandisse asetasime ekraani, sest neid kujutisi ei olnud plaanis kaameraga salvestada.

“Noa” valmistasime mikroskoobi klaasist, mille keskele tilgutasime ühe tilga tinti ja lasime tindil ära kuivada. Ühest tilgast piisas, sest tindist moodustunud ringjas laik (läbimõõduga 2 mm) oli piisavalt tume, et laseri valgust mitte läbi lasta. 

Asetasime klaasi läätsede ühisesse fokaaltasandisse ehk Fourier’ sagedustasandisse, musta täpiga optilisel teljel. Fourier’ pöördteisendusel sellest filtreeritud sagedustasandist tulidki esile piirjooned, samas oli märgata, et pindade heledus kadus ning kujutis oli vaevumärgatav ning ühtlaselt tume.

Tegime teisegi “noa”, mis oli 1‑2 mm laiune ja 4 cm pikkune papist riba. Selle ribaga lõikasime Fourier’ tasandis ära vertikaalsele teljele kantud sagedused, siis kadusid Fourier’ pöördteisenduse tulemusena horisontaalsed jooned. Horisontaalsete sageduste kinnikatmisel Fourier’ tasandis kadusid pöördteisenduse kujutises jällegi vertikaalsed jooned. Tulemused on kenasti kooskõlas Fourier’ teooriaga.

3.4 Katseandmete töötlemine

Optilisel teel saadud kujutised Fourier’ tasandis jäädvustasime CCD‑kaameraga. Kasutades Kaido Reivelti kirjutatud tarkvara, mis saab CCD‑kaameralt loetud informatsiooni ja teisendab selle soovitud kujule, saime kujutistest 1024x1400 mõõtmetega maatriksi, mille elemendid tähistavad registreeritud valguse intensiivsust antud punktis ning elementide väärtused langevad vahemikku 0..64000. 
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Joon. 3‑8 Väljalõige Mathcad-i töölehest, mille abil teisendatakse CCD-kaamerast saadud prn-tüüpi fail bmp-tüüpi hallskaalas pildiks.

CCD-kaamerast saadud prn-tüüpi failide töötlemiseks kasutasime joonisel 3‑8 esitatud Mathcad‑i käske. Muutujasse M leotakse prn-tüüpi failist informatsioon pildi kohta. Muutuja min tähistab mürafooni ülemist väärtust, me ei arvesta sellest väärtusest madalamate elementidega. Analoogiliselt tähistab muutuja max väärtus meid huvitava väärtusvahemiku ülemist piiri. Kõiki elemente, mille väärtus on väiksem kui min, vaadeldakse sellega võrdsetena; samuti vaadeldakse elemente, mille väärtus on suurem kui max, sellega võrdsetena. Muutuja delta abil paigutatakse Fourier’ sagedustasandi nullpunkt ehk intensiivsuse maksimum pildi keskele. Maatriksisse B kirjutatakse sisendina saadud pilt 256-tooniseks jaotatuna vahemikus min..max. Ning viimaks salvestatakse pilt 1024x1024 resolutsiooniga hallskaalas bmp-tüüpi pildifailina.

3.5 Arvutieksperiment

Digitaalsel kujul olevatest hallskaalas piltidest kui kahedimensionaalsetest signaalidest arvutusliku Fourier’ teisenduste saamiseks kasutasime programmi Mathcad abi.

[image: image63.png]M = READBME("pilt bmp")
P=0.103 q=0.1023  cx=512 cy=512

C =25-M
(X1 X1

N, =i < exifa<er
=i < xifa< o

:|,m< oy.C,

c
prex ey (prox,aocy) ‘pex.rey Cp-cx.qoey

F = CFFT(NC)

CBT, = i p < cxila< ey a<er,

e —— | ponrey et e |

R
1,4 (o, )

max(T)
1000000

T i
B =T, <mi 0| T >ma255, L 255
R X P ma-mi

fuctor= ——0 P w1+B | factor
Weme®) P o

mi=0

WRITEBMP( " piltpoore bmp") = P




Joon. 3‑9 Väljalõige MathCad-i töölehest, mille eesmärk on digitaalse Fourier’ teisenduse teostamine.

Joonisel 3‑9 on ära toodud Fourier’ teisenduse teostamiseks vajalikud omistamised ja funktsioonide kasutused. Sisendsignaal on antud juhu jaoks esitatud kahedimensionaalse maatriksina bmp-tüüpi pildifailis, mille kõrgus kui laius on 1024 pikselit. Kuna maatriksi M elemendi väärtusele 0 (must) vastab väljaprindist tehtud negatiivis läbipaistev ala ja elemendi väärtusele 255 (valge) vastab väljaprindist tehtud negatiivis läbipaistmatu ala, peame siinkohal „musta“ ja „valge“ vahetama. Seega pikseli väärtusele 0 vastab 0-amplituud ning antud juhul ongi esialgse pildi valge taust muudetud maatriksi C 0-väärtuseliseks taustaks. Järgnevalt tuleb maatriks viia Fourier’ teisenduse jaoks mittetsentreeritud vormi. Piltlikult võib seda ette kujutada kui suure ruudu jagamist neljaks võrdse suurusega ruuduks ning seejärel vahetada omavahel paarikaupa diagonaalis asetsevad ruudud. Omistamise tulemusel ongi maatriksis NC olevad elemendid saadud maatriksi C andmete eelkirjeldatud töötlemise tulemusena. Mathcad‑i funktsioon CFFT(NC) tagastab NC-st tehtud Fourier’ teisenduse, saadud teisendus kirjutatakse maatriksisse F ning selle mõõtmed on võrdsed funktsiooni argumendiks oleva maatriksi (antud juhul NC) mõõtmetega. Maatriksi F elemendile (0,0) vastab 0-sagedus. Et näha optilisel töötlemisel saadud Fourier’ teisendusega sarnast pilti, kus tsentrile vastab nullsagedus, peame maatriksi F viima tsentreeritud vormi. CENT on saadud F viimisel tsentreeritud vormi. Elektromagnetkiirguse intensiivsus on võrdeline maksimaalset väljatugevust näitava amplituudi ruuduga. Seetõttu on maatriksi T iga element võrdne maatriksi CENT vastava elemendi mooduli ruuduga.

Järgnevalt on jäänud veel teisendada saadud maatriks nägemiseks vajalikku väärtuspiirkonda. Kuna soovime saada pilti bmp-formaadis hallskaalana, kus on 256 tooni, siis jagame kogu väärtuste skaala alates nullist kuni meie poolt määratud maksimumini 256-ks võrdseks vahemikuks. Oleme maksimumi määranud maatriksi reaalselt suurima elemendi (max(T)) väärtusest palju väiksema, sest vastasel korral näeksime vaid ülejäänud alast tugevasti intensiivsemat tsentrit (alaliskomponenti). Kuid saadud tulemus pole veel piisavalt hea. Inimese silm tajub valguse intensiivsuse erinevust logaritmiliselt, seega peame saadud maatriksi B logaritmiliselt ümber töötlema. Maatriksi P iga elemendi väärtus leitakse maatriksi B vastava elemendi logaritmi ja B maksimaalse väärtusega elemendi logaritmi suhte järgi. Logaritmfunktsiooni argumendile lisame +1, sest logaritmfunktsioon on määratud vaid positiivsete argumentide jaoks. Viimase käsuna kirjutatakse saadud maatriks, mille elemendid paiknevad vahemikus 0..255, bmp-tüüpi pildifaili.

4 Tulemused, analüüs, järeldused

4.1 Pilu kui sisendsignaal

Punktis 2.1.2 rääkisime pilust kui võimalikust sisendsignaalist Fourier’ teisenduse jaoks. Selgus, et kui läätse esimeses fokaaltasandis paikneb suhteliselt kitsas pilu (joon. 2‑8), tekib läätsetagusesse fokaaltasandisse kujutis, mis on sarnane pilu difraktsioonipildile. Fourier’ matemaatika kohaselt digitaalselt arvutatud teisendus sagedusruumi on joonisel 2‑9.

 Fourier’ sagedustasandis asuvale punktile, mis paikneb tsentrist kaugusel y, vastab ruumiline nurksagedus ω. Need suurused on omavahel seotud valemiga: 
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 [5], kus λ tähistab valguse lainepikkust ning F on läätse fookuskaugus. On teada, et sisendsignaaliks oleva kastfunktsiooni (ehk pilu) puhul tekib Fourier’ tasandisse kujutis, kus ruumilisele sagedusele vastavas positsioonis on valguse intensiivsus võrdeline 
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-ga, kus a on pilu poollaius. Tegemist on sinc funktsiooni ruuduga, sinc funktsiooni absoluutväärtuseline graafik on esitatud joonisel 2‑10. Meie poolt läbi viidud katses CCD‑kaameraga registreeritud Fourier’ tasandis asuv interferentsimuster on toodud joonisel 4‑1.
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Joon. 4‑1 CCD-kaameraga registreeritud pilu Fourier' kujutis.

Tekkiv interferentsimuster on tsentri suhtes sümmeetriline. Leidmaks esimese kõrvalmaksimumi kaugust peamaksimumist, mõõdame Fourier’ tasandis vasakpoolse ja parempoolse esimese kõrvalmaksimumi vahelise kauguse ning jagame selle kahega. On teada, et 
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 põhjal omab interferentsimuster esimest miinimumi ehk nullväärtust 
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 (vasak- ja parempoolse esimest järku maksimumi vahekaugus) ja 
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 (pilu laius). Asendades katsest saadud 
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 väärtuse ning lainepikkuse ja läätse fookuskauguse arvväärtused valemisse 
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. See viitab väga heale kokkulangemusele meie katseseadme ja teoreetiliselt ideaalse mudeli vahel ning mõõtmise teel ja arvutuslikult saadud parameetrite erinevus jääb mõõtmisvea piiresse.

Järgnevalt tegime katse suhteliselt laiema piluga. Sellisel juhul paiknevad Fourier’ tasandis tekkinud kujutise kõrvalmaksimumid tsentrile lähemal kui kitsa pilu korral. Joonisel 4‑1 on kujutatud CCD‑kaameraga jäädvustatud Fourier’ pööre pilust, mille laius on 
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 ning valguse lainepikkus ja läätse fookuskaugus on samad, mis eelmisel katsel. Esimese kõrvalmaksimumi jaoks võime valemist 
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 leida vasak- ja parempoolse esimese kõrvalmaksimumi vahelise kauguse 
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 peab vastama 70 pikselit kaameras ja ka pildil. Kasutades suvalist pildiredigeerimisprogrammi, mis võimaldab pilti suurendada ning näitab hiire pointeri koordinaate pildil, teeme lihtsasti kindlaks, et joonisel 4‑1 oleval pildil on esimeste kõrvalmaksimumide vaheline kaugus 65-70 pikselit, mis vastab väga hästi arvutuslikult ennustatud tulemusele. Seegi näitaja kinnitab meie katseseadme ideaalilähedust.

Väga olulise parameetrina saame viimasest katsest määrata optimaalse sisendsignaali määrava maski suuruse, mida on oluline silmas pidada sisendmaskide valmistamisel (sisendmaskide valmistamist käsitleb § 3.1). Paneme tähele, et pilu puhul on kõrvalmaksimumide kaugus tsentrist pöördvõrdeline pilu laiusega. Kaamera lahutusvõime realiseerimise minimaalseks tingimuseks on, et kahe kõrvutiasetseva maksimumi vaheline kaugus oleks vähemalt 2 pikselit, seega esimeste kõrvalmaksimumide vahe peab olema vähemalt 4 pikselit, mistõttu sisendmaski läbimõõt on ülimalt 10-20 mm (
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). Seega peavad valmistatavate sisendmaskide joonmõõtmed jääma ühe sentimeetri suurusjärku.

4.2 Fraktalid sisendsignaalina

Järgnevalt toome tulemused eksperimendiks kasutatud fraktaalsetest sisendmaskidest ning kõrvutame nende optilise meetodi abil ning arvutuslikult saadud Fourier’ kujutisi. 

Igas järgnevaist pildikolmikuist vasakpoolseim pilt on MRCM meetodiga arvutatud fraktal, mis on Fourier’ pöörete lähtesignaaliks. Selle fotokoopiat filmilindil negatiivina kasutasime sisendmaskina optilises katseseadmes ning fraktali digitaalset pilti pikselmaatriksina kasutasime numbrilisel töötlemisel FFT algoritmi abil Mathcad‑is.

Lähtesignaal on dihhotoomiline ehk binaarne – igas punktis võib tal olla vaid 2 väärtust, mida tähistavad must ja valge. Sisendmaskis seega – filmilindil negatiivi maksimaalne tume ja maksimaalne hele. Laseri valguslaine kannab seda binaarset signaali järgmiselt: maskile langev praktiliselt üle kogu maski pinna ühesuguse elektrivälja tugevusega tasalaine omandab peale maski läbimist palju väiksema tugevusnivoo punktides, kus maski läbipaistvusnivoo on “must”.

Keskmisel pildil on CCD‑kaamerast saadud pilt, mis on jagatud 256 halltooniks. Võimalikult rohkema arvu väljundsignaali nivoode edasiandmise põhjus on arusaadav: binaarse signaali Fourier’ pööre ja selle mooduli ruut ei ole üldiselt binaarne signaal, nagu siis ka väljundsignaali intensiivsus (igale kaamera pikslile langev elektrivälja ruuduga võrdeline valguslaine võimsus või footonite arv ajaühikus).

Parempoolsel pildil on Mathcad-i abil teostatud Fourier’ pöörde mooduli ruut (lühiduse mõttes kasutame edaspidi väljendid Fourier’ kujutis), mis on skaleeritud logaritmiliselt (vähendades pildi kontrastsust, muudetakse see visuaalselt paremini jälgitavaks) samuti 256-ks halltooniks.

4.2.1 Kolmnurksed fraktalid

Vaatleme nüüd signaalina kolmnurkset Sierpinski fraktalit (joon. 4‑2), kus kolmnurki vähendatakse neljal korral (fraktali itereerimisprotsessi sügavus on 4), selle tulemusel tekivad väikesed kolmnurgad, mille joonmõõtmed on 
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 korda väiksemad esialgse kolmnurga joonmõõtmetest. On kohe märgata, et sellest optiliselt ja arvutuslikult saadud Fourier’ kujutised on omavahel justkui 30-kraadilises pöördes, kuid põhjendus sellele selgub, kui hakata otsima põhjusi intensiivsete kiirte tekkimisele.
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Joon. 4‑2 Kolmnurkne fraktal, kus itereerimisprotsess on toimunud 4 korda, ning Fourier’ kujutised fraktalist kui signaalist optilisel meetodil (jäädvustatud CCD-kaameraga) ning arvutuslikul meetodil (FFT algoritm Mathcad‑is).

Paneme tähele, et kolmnurgakujulisest fraktalist tehtud Fourier’ kujutis sisaldab kuut tsentrist radiaalselt lähtuvat kiirt. Kui meenutame Fourier’ pöörde omadusi, kus põhjendatakse positiivsete ning negatiivsete sageduste võrdväärsust Fourier’ sagedustasandis, on selge, et iga radiaalne kiir peab olema raadiuse sihis identne kiirega, mis moodustab sellega nurga 180°. Seega lõikub Fourier’ sagedustasandi tsentris tegelikult kolm intensiivset sirget, kusjuures iga sirge eraldivõetuna peab tsentri suhtes sümmeetriline olema.

Järgnevalt pöörame tähelepanu sagedustasandisse tekkivate intensiivsete sirgete orientatsioonile. Joonise 4‑2 vasakpoolseim pilt on orientatsiooni poolest täpses vastavuses parempoolseimal pildil kujutatud Fourier’ pöördele sisendina antud signaalile. See tähendab, et igast kolmnurga küljest tekib sagedustasandisse sellega ristuvasihiline intensiivne joon. Meenutame, et pilu Fourier’ teisenduse korral tekkis sagedustasandisse samuti pilu sihiga risti paiknev joon, sest pilu ei muutu mitte pikisuunas, vaid ristsuunas, ning sagedustasandi kõrged sagedused (mis moodustavadki jälgitava sirge) vastavad signaali muutumisele antud sihis, seetõttu ongi sagedustasandisse tekkiv joon pilu enda sihiga risti.

Selle arutluse abil on nüüd juba lihtne leida vastus küsimusele, miks optiliselt ja arvutuslikult saadud teisendused on omavahel teatud nurga võrre nihkes. Optilisel töötlemisel ei jälginud me sisendsignaali orientatsiooni, mistõttu ei ole kujutise orientatsioon saavutatud teadlikult. On väga selge, et sisendmaski pööramisel läätse fokaaltasandis, pöördub ka kujutis sagedustasandis, sest tekkivad intensiivsete sirgete sihid on üksüheses vastavuses sisendis kujutatud kolmnurga külgede sihtidega.
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Joon. 4‑3 Kolmnurkne fraktal, mille itereerimissügavus on 5, ning sellele vastavad Fourier’ kujutised saaduna optilisel ja arvutuslikul meetodil.

Kui jagame joonise 4‑2 vasakpoolseimal pildil kujutatud kolmnurkse fraktali iga väikese kolmnurga veelkord kolmeks väiksemaks, saame joonise 4‑3 vasakpoolseimal pildil kujutatud fraktali, mille itereerimissügavus on vastavalt ühe võrra suurem kui eelmisel fraktalil, nimelt 5. Joonisel 4‑3 on toodud võrdlevalt Fourier’ kujutised sellest fraktalist kahe meetodi abil. Jällegi võib täheldada head kokkulangevust kahe erineva meetodiga saadud kujutiste vahel. Ühtlasi võib märgata sarnasust joonisel 4‑2 toodud Fourier’ kujutistega. Visuaalse analüüsi põhjal võiks joonisel 4‑3 toodud kujutisi kirjeldada kui joonisel 4‑2 toodud kujutiste teatud koefitsiendiga tsentri suhtes suurendatud koopiaid. Samal ajal näib fraktal, mille itereerimissügavus on 4 (joon. 4‑2), suurendatud kujutisena, mis tehtud fraktalist itereerimissügavusega 5 (joon. 4‑3).

Nüüd on kujutistelt selgesti võimalik välja lugeda, et tekkinud intensiivsed kiired koosnevad tegelikult ühtlase intervalliga paiknevatest intensiivsetest punktidest. Paneme tähele, et joonisel 4‑2 toodud juhul paiknevad need punktid väga tihedalt, samal ajal kui signaaliks olev fraktal ise on suhteliselt suurte mõõtmetega struktuuriga. Vastandina joonisel 4‑3 toodud juht, kus punktid paiknevad üksteise suhtes hõredamalt ning vastav fraktal ise on peenestruktuurilisem.
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Joon. 4‑4 Kolmnurkne fraktal itereerimissügavusega 6 ning vastavad Fourer’ kujutised.

Joonisel 4‑4 on veelgi peenem fraktal ning sellele vastavad Fourier’ kujutised. Siinkohal saame tugevat kinnitust eelpool täheldatud tendentsile, et fraktali struktuuris sisalduvate väikseimate kolmnurkade mõõtmete vähenemisega kaasneb Fourier’ sagedustasandisse tekkiva kujutise mõõtmete suurenemine. Kuid siingi on võimalik eristada tsentrisse koonduvaid kiiri, mis koosnevad ühtlase tihedusega paiknevatest intensiivsetest punktidest. Visuaalselt hinnates võime väita, et need intensiivsed punktid paiknevad võrreldes joonisel 4‑3 kujutatud juhuga 2 korda hõredamalt ning võrreldes joonisel 4‑2 toodud juhuga 4 korda hõredamalt.
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Joon. 4‑5 Kolmnurkne fraktal itereerimissügavusega 7 ning vastavad Fourier’ kujutised.

Viimase maskina kolmnurksete fraktalite seerias oli kasutusel iteratsioonisügavusele 7 vastav fraktal (joon. 4‑5). Lisaks kõrgetasemelisele kokkulangevusele Fourier’ kujutiste vahel, mis saadud erinevate meetoditega, annavad viimase fraktali teisendused väga kaaluka kinnituse eelpool kirjeldatud seaduspärale, et iteratsioonisügavuse suurendamisel ühe võrra väheneb radiaalselt paiknevate intensiivsete punktide tihedus kaks korda.

4.2.2 Viisnurkne fraktal

Joonisel 4‑6 on kujutatud viisnurkne fraktal, mille tekitamiseks vajalik arvutusprotsess on analoogiline kolmnurgaga: suurest viisnurgast tehakse 5 teatud kordajaga skaleeritud väiksemat viisnurka, mis paigutatakse korrapäraselt ümber. Kahjuks ei teinud me erinevate iteratsioonisügavustega viisnurksete fraktalitega katseseeriat nagu kolmnurksete puhul, vaid piirdusime vaid ühe viisnurkse näitega, mille siinkohal ka esitame.
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Joon. 4‑6 Viisnurkne enesesarnane fraktal ning fraktalist kui sisendsignaalist optilisel ja arvutuslikul meetodil saadud Fourier’ kujutised.

Esmalt märkame jällegi suurepärast sarnasust erinevate meetodite abil saadud kujutiste vahel. Lisaks on näha kujutiste struktuuris radiaalseid kiiri, mis koosnevad konstantse sagedusega paiknevatest intensiivsetest punktidest. Kiite arvuks loendame antud juhul 10, teisiti sõnastatuna on meil tegemist viie tsentris lõikuva sirgega. Ühtlasi täheldame kolmnurksete fraktalite juures kirjeldatud seaduspärasuse kehtimist, et joonise 4‑6 parempoolseimal pildil asuval kujutisel paiknevad intensiivsetest punktidest koosnevad sirged on risti vastavalt ühega sisendiks oleva viisnurga külgedest. Igale viisnurga küljele vastab sagedustasandi kujutises üks punktidest koosnev sirge, mis on selle küljega risti asetsevas sihis. Siinkohal võime püstitada hüpoteesi üldjuhu jaoks, nimelt: korrapärasest n‑nurgast MRCM meetodiga konstrueeritud korrapärane fraktal tekitab endast kui sisendsignaalist tehtud Fourier’ kujutisse n sirget, millest igaüks on risti ühega n‑nurga sirgetest.

Olles teadlik kolmnurksete fraktalite katseseeria tulemustest, võime teatud määral ette näha tulemusi, mis oleks saavutatud erinevate iteratsioonisügavustega viisnurksete fraktalite seeriaga. Kui hakata vähendama joonisel 4‑6 esitatud fraktali iteratsiooniastet (suurendame minimaalsete baaskujundite suurust), hakkavad Fourier’ kujutises sirgeid moodustavad intensiivsed punktid üksteisele lähenema. Fraktali iteratsioonisügavuse vähenedes hakkavad nimetatud punktide vahekaugused vähenema eksponentsiaalselt kuni koonduvad eristumatuks reaks ehk ühtlaseks sirgeks, mille intensiivsus radiaalsihis küll väheneb, kuid mille struktuuris pole eristada intensiivseid punkte.

4.2.3 Mittehulknurksed MRCM meetodiga tehtud objektid

Esitame täiendavalt veel 2 pildikolmikut fraktaalsetest struktuuridest. Joonisel 4‑7 esitatud fraktaalne kristall on samuti enesesarnase struktuuriga kui eelnevad kolmnurgad ja viisnurk, kuid fraktalist kui sisendsignaalist tehtud Fourier’ kujutised ei sisalda seekord joondunud intensiivseid punke, vaid koosnevad ühtlastest veidi hajunud tsentris koonduvatest kiirtest.
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Joon. 4‑7 Fraktaalne kristall ning selle Fourier’ kujutised.
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Joon. 4‑8 Fraktaalse pinnajoonega ning dihhotoomiliselt värvitud objekt ning selle Fourier’ kujutised, mis saadud vastavalt optilise ja arvutusliku meetodiga.

Joonisel 4‑8 kujutatud objekt on konstrueeritud eesmärgiga rõhutada tema fraktaalset pinnajoont ning objekt on ehitatud vahelduva värviga erineva suurusega samast algkujundist skaleeritud kujundite liitmisel. Teisenduste juures tasub tähelepanu pöörata tsentrit ümbritsevale madala intensiivsusega alale (pildil tume ala) ning seda ringikujuliselt ümbritsevale kõrgema intensiivsusega alale. Tõenäoliselt määrab selle intensiivse ringi asukoht sagedustasandil sageduse, mis vastab musta ja valge pinna vaheldumisele objekti värvimiseks kasutatud meetodi tõttu.

4.3 Rastermaatriksi mõju Fourier’ teisendusele

Esimesel katsetamisel oli kõikidel väljatrükiga saadud piltidel taustavärviks mitte 100% valge, vaid hajusate väikesemõõtmeliste mustade punktidega põhjustatud peaaegu valge taust. Need mustad punktid ilmnesid eriti selgesti mikroskoobiga vaatlemisel ning põhimõttelise skeemi nende mustade punktide paiknemisest annab joonis 4‑9. Printimistehnika tundmaõppimisele tuli nimetatud nähtus kasuks, sest huvitava faktina saime teada, et nõrka halltooni määravate pikselite suurus oli 3 kuni 4 korda väiksem pilti ennast määravate pikselite suurusest (visuaalne hinnang mikroskoobi abil).

[image: image109.png]



Joon. 4‑9 Halltooni määravate väikeste mustade punktide paiknemine paberil.

Selle mustri mõjul tekkisid Fourier’ kujutisse kõrgematele sagedustele vastavad intensiivsed punktid. Need punktid paiknesid sümmeetriliselt kaheksas suunas. Oli selge, et need intensiivsed punktid olid just tekitatud nimetatud halltooni määravatest punktikestest. Selles veendusime pärast kordustrükki, kus taustavärviks oli absoluutne valge, sel juhul kõrgete sageduste piirkonnas paiknevad intensiivsed punktid puudusid. On huvitav märkida, et see nähtus kerkis sarnaselt esile kõikide fraktalite ja ka sõrmejälgede puhul.

Ka pärast teistkordset väljatrükki, kus prinditud pilt koosnes vaid kahest toonist (must ja valge), esines sõrmejälgede Fourier’ sagedustasandis samuti teatava seaduspärasusega paiknevaid kõrgetele sagedustele vastavates punktides kõrgeid intensiivsusi. Järgmises alapunktis kirjeldatakse sõrmejälgede Fourier’ teisenduste tulemusi põhjalikumalt, märgime vaid siinkohal, et meie katseseadme puhul tekib sagedustasandi tsentrisse vaevalt millimeetrise läbimõõduga laik. Lisaks sellele tekkisid kahes ristuvas sihis tsentrist umbes sentimeeri kaugusele sarnased laigud. Tekkis mõte, et need kõrgetele sagedustele vastavatesse piirkondadesse tekkinud laigud on põhjustatud sellest, et kogu väljaprinditud pilt koosneb tegelikult ju pikselitest, mis on justkui ehituskivid pildi koostises.

Mõõtsime nende intensiivsete punktide kaugused sagedustasandi tsentrist, saime tulemuseks 
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, mida kasutasime pilu teisenduse uurimisel, võime leida, et mõõdetud koordinaadile vastab sagedus 
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 täisperioodi. Saadud arvule 580 ei tule seletust otsida kaugelt, nimelt selgus, et meie poolt kasutatud sõrmejälje digitaalsel kujul olev pildifail sisaldab selles sihis 630 pikselit. See tähendab, et pikselite arv on kooskõlas nimetatud sagedusele vastava perioodide arvuga maski ulatuses. Tähendab, et igale perioodile peaks vastama üks piksel.

Siinkohal oleks loogiline küsida, miks ei täheldanud me sarnast nähtus (intensiivsete kordsete tekkimine) ka fraktalite puhul. Tõenäoliselt annab parima seletuse sellele pikselite arv pildis, nimelt olid fraktalid kirjutatud ligi 2 korda suurema resolutsiooniga faili, mistõttu peaks pikselite vaheldumisega määratud sagedus olema 2 korda kõrgem ning seepärast peaksid intensiivsed punktid paiknema ka sagedustasandi tsentrist 2 korda kaugemal. Tõenäoliselt need punktid sellel kaugusel ka paiknesid, kuid me ei suutnud neid silmaga vaadeldes registreerida nende vähese intensiivsuse tõttu.

4.4 Sõrmejäljed sisendsignaalina

Järgnevalt toome tulemused kahest erinevast sõrmejäljest kui sisendsignaalist tehtud Fourier’ teisendustest. Kui vaadelda sõrmejälgi lähemalt, märkame, et see koosneb suhteliselt ühtlase sagedusega paiknevatest kaartest. Lähtudes Fourier’ teisenduse omadustest, võime intuitiivselt ennustada põhimõttelist tulemust Fourier’ teisenduste jaoks sõrmejälgedest. Joonisel 4‑8 kujutatud objekt sarnaneb oma must-valge struktuuri poolest väga sõrmejälgedele, mistõttu võiksime siinkohal ennustada, et sõrmejälgede Fourier’ kujutistes paikneb sagedustasandi tsentrist veidi eemal samuti kõrgema intensiivsusega ala nagu joonisel 4‑8 kujutatud juhul. Fourier’ kujutise all mõistame siinkohal Fourier’ pöörde mooduli ruutu.
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Joon. 4‑10 Sõrmejälg ning sellest kui sisendsignaalist optilisel ja arvutuslikul meetodil saadud Fourier’ kujutised.

Joonisel 4‑10 on esitatud ühe sõrmejälje pilt ning selle Fourier’ teisendused. Võime tähelepanuväärseks pidada eelnevalt tehtud ennustuse paikapidavust sõrmejälje Fourier’ kujutise kohta. Selgub, et sõrmejälje Fourier’ kujutis sisaldab intensiivset tsentrit ümbritsevat madala intensiivsusega ala. Sellele järgneb tsentrist veidi kaugemal paiknev rõnga-kujuline intensiivne ala, kusjuures tekkinud rõngas ei ole nii ühtlane kui joonisel 4‑8 toodud objekti Fourier’ kujutises. Samuti võib täheldada, et sellest nimetatud rõngast kaugemal (kõrgemate sageduste piirkonnas) ei paikne märgatavalt intensiivseimaid alasid. Meenutame, et Fourier’ kujutis on tsentri suhtes sümmeetriline selles mõttes, et kui vaatleme näiteks üht tsentrit läbivat sirget, siis see sirge on tsentri suhtes alati sümmeetriline. Selle fakti paikapidavuses antud kujutiste jaoks on lihtne veenduda. Samuti täheldame ka seekord optilisel ja arvutuslikul teel saadud kujutiste vahel märkimisväärset sarnasust.
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Joon. 4‑11 Sõrmejälg ning sellest kui sisendsignaalist optilisel ja arvutuslikul meetodil saadud Fourier’ kujutised.

Lisaks eeltoodud sõrmejäljele tegime teisendused ka joonisel 4‑11 esitatud sõrmejäljest, mis ilmselt vastab erinevale sõrmele võrreldes joonisel 4‑10 kujutatud juhuga. Vaadeldes joonisel 4‑11 esitatud Fourier’ kujutisi, täheldame jällegi suurt sarnasust optilisel ja arvutuslikul meetodil saavutatu vahel. Ka sel korral koosneb sõrmejälje Fourier’ kujutis teravast intensiivsest tsentrist ning selle ümber paiknevast ringjoonekujulisest moodustisest. Paneme tähele, et see ringjas moodustis ei ole seekord täielik ringjoon, vaid koosneb kahest „poolkuust“. Nende „poolkuude“ ühenduskoha määrab sirge riba, millel sagedustasandis ei paikne muid intensiivseid punkte kui sagedustasandi tsenter. Selle tumeda riba siht on joonise 4‑11 parempoolseimal pildil horisondi suhtes umbes 10-kraadise nurga all. Kui meenutame Fourier’ teisenduse omadusi ning peame silmas kolmnurksete fraktalite juures tehtud tähelepanekuid, kus täheldasime seost intensiivsete kiirte ja kolmnurga külgede sihtide vahel, õnnestub meil seostada selle tumeda riba siht ka sisendiks oleva sõrmejälje struktuuriga. Joonisel 4‑11 toodud sõrmejälg ja selle arvutuslikult saadud Fourier’ kujutis on omavahel täpses vastavuses, st pilte pole teineteise suhtes pööratud. Tume riba Fourier’ kujutises tähendab, et signaal on riba sihis suhteliselt vähem muutuv. Joonisel 4‑11 esitatud sõrmejälg peaks selle põhjal horisondi suhtes 10 kraadi võrra kaldes paiknevas sihis olema suhteliselt vähem muutuv, mis omakorda tähendab, et sõrmejälg ei tohi eriti palju sisaldada horisondi suhtes 80-kraadi all paiknevas sihis asetsevaid jooni. Selles võime ka lihtsasti veenduda, kui vaatleme joonisel 4‑11 kujutatud sõrmejälge, sest selle sõrmejälje struktuur ei sisalda olulisel määral kirjeldatud jooni, küll aga võime leida sellelt sõrmejäljelt märgatavalt rohkem mistahes teistes sihtides asetsevaid jooni.

4.4.1 Sõrmejälje Fourier’ sagedustasandis sisalduv informatsioon

Uurime nüüd Fourier’ sagedustasandi erinevate piirkondadega määratud sinusoidaalsete lainete osatähtsust sõrmejälje kui signaali kujundamisel. Punktis 2.2 kirjeldatakse põhimõttelist võimalust Fourier’ sagedustasandis asuva informatsiooni põhjal signaal taastada. Siinkohal ei peatu me selle võimaluse realiseerimisel pikemalt, märgime vaid, et Mathcad‑is ei ole Fourier’ pöördteisenduse teostamine punktis 3.5 esitatud kirjeldustele toetudes enam kuigi keeruline. Rõhutame veelkord, et kui Fourier’ pöördteisendust teostava funktsiooni sisendiks on mingi signaali Fourier’ teisendus, saame väljundiks esialgse signaali. Kui teha Fourier’ pöördteisendus sõrmejälje Fourier’ sagedusspektrist, saame tulemuseks sõrmejälje enda.

Digitaalsest sagedusspektrist mingi osa väljafiltreerimine on väga lihtne. Antud juhul oleme kasutanud ringikujulist filtrit, selle realiseerimine toimib järgnevalt: iga sagedustasandi punkti jaoks vaatame, kas selle punkti kaugus sagedustasandi tsentrist on suurem või väiksem mingist fikseeritud suurusest (ringi raadius), ning selle vastavalt otsustame, kas jätame selle sagedustasandi punkti väärtuse muutumatuks või kirjutame selle väärtuseks nulli. Meenutame, et sagedustasandi mingi punkti väärtus määrab sellele vastava sageduskomponendi amplituudi, seega punkti väärtuse muutmisel nulliks muudame ka sageduskomponendi amplituudi nulliks.

Lõikame esmalt joonisel 4‑11 toodud sõrmejälje digitaalse Fourier’ pöörde tsentrist välja 20‑pikselise raadiusega ringi. Tulemuseks saadud sagedusspektri mooduli ruut on toodud joonisel 4‑12, kus tsentris paiknev must ala on tekitatud nimetatud filtreerimise teel.
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Joon. 4‑12 Sõrmejälje digitaalne Fourier’ kujutis, mille tsentrist on välja lõigatud ring.
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Joon. 4‑13 Joonisel 4‑15 kujutatud sagedustasandi Fourier’ pöördteisenduse kujutis.


Tehes sellest sagedusspektrist Fourier’ pöördteisenduse, saame kujutise, mis on väga sarnane sõrmejäljele endale. Joonisel 4‑13 on esitatud ainult neljandik sellest saadud pildist, seda väga tehnilistel põhjustel, nimelt kogu pildi esitamine soovitud resolutsioonis muudaks selle liiga detailseks ning raskesti jälgitavaks. Olgu siinkohal märgitud, et ka edaspidi parempoolses veerus esitatud piltidel, kus kujutatakse sagedusspektriga määratud signaali (pilt), on esitatud vaid neljandik pildist, kuid need alad ühtivad kõigil piltidel, mistõttu erinevate filtritega saadud signaalid on omavahel ikkagi võrreldavad. On märgata, et sagedustasandist tsentrilähedase ala väljalõikamine ei muuda Fourier’ pöördteisendusel saadud signaali väga olulisel määral. Tekkiv kujutis on sarnane sõrmejäljele, kuid veidi hägusem ning lähemal vaatlemisel selgub, et naha kurdudest moodustatud kaared ei ole kogu oma ulatuses ühte tooni (esialge sõrmejälje puhul see on nii), vaid kaarte värv (must või valge) võib kohati üle minna ühest värvist teiseks.

	[image: image123.png]



Joon. 4‑14 Sõrmejälje digitaale Fourier’ kujutis, millest on välja lõigatud kõik peale tsentrilähedase ala.
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Joon. 4‑15 Joonisel 4‑17 kujutatud sagedustasandi Fourier’ pöördteisenduse kujutis.


Joonisel 4‑14 on esitatud mooduli ruut niisugusest Fourier’ tasandi kujutisest, kus kõik peale tsentrilähedase ala on välja filtreeritud. Filtriks oleva ringi raadius on võrdne joonisel 4‑12 esitatud juhuga. Joonisel 4‑14 kujutatud sagedusspektrist saadakse pärast Fourier’ pöördteisendust joonisel 4‑15 esitatud signaal. Siinkohal on selge, et tsentrilähedane ala eraldivõetuna ei sisalda sõrmejälje struktuuri seisukohast olulist informatsiooni, sest joonisel 4‑15 puudub sarnasus sõrmejälje endaga.
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Joon. 4‑16 Sõrmejälje digitaalne Fourier’ kujutis, millest on välje lõigatud suurem ringjoon.
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Joon. 4‑17 Joonisel 4‑19 kujutatud sagedustasandi Fourier’ pöördteisenduse kujutis.


Järgnevalt filtreerime sagedustasandist veelgi suurema ringiga määratud ala, ringi suurseks on antud juhul 60 pikselit, see on piisav, et katta sõrmejälgede Fourier’ kujutisse tekkinud „poolkuud“. Tulemus on kujutatud joonisel 4‑16. Teostades sellest Fourier’ pöördteisenduse (taastame sellele sagedusspektrile vastava signaali), saame tulemuse, mis on kujutatud joonisel 4‑17. Saadud tulemus erineb sõrmejäljest endast, kuid on siiski sarnane sõrmejäljega. Terasel vaatlemisel õnnestub kindlaks teha, et sellel pildil tekkinud valged jooned vastavad sõrmejälje pildil samadele positsioonidele, kus must läheb üle valgeks (sõrme kurrud vahelduvad kurdudevaheliste lohkudega).
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Joon. 4‑18 Sõrmejälje digitaalne Fourier’ kujutis, millest on välja lõigatud kõik peale ringi sisse jääva ala.
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Joon. 4‑19 Joonisel 4‑21 kujutatud sagedustasandi Fourier’ pöördteisenduse kujutis.


Joonisel 4‑18 on esitatud kujutis sagedustasandist, mis on saadud sama raadiusega filtri abil kui joonisel 4‑16 toodud juhul, kuid seekord lõikame välje kõrgemad sagedused ning jätame alles ringi sisse jäävad alad. Sellest tehtud Fourier’ pöördteisenduse kujutis on esitatud joonisel 4‑19. Tegemist on väga selge sõrmejälje struktuuriga. Selle põhjal võime järeldada, et sõrmejälje üsna kõrgekvaliteetseks taastamiseks vajalik informatsioon paikneb sagedustasandi tsentrile suhteliselt lähedal paikneva ringi sees.
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Joon. 4‑20 Sõrmejälje digitaale Fourier’ kujutis, millest on välja lõigatud kõik peale rõnga sisse jääva ala.
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Joon. 4‑21 Joonisel 4‑23 kujutatud sagedustasandi Fourier’ pöördteisenduse kujutis.


Viimase filtreerimisevõtte abil oleme alles jätnud vaid rõnga, milles asuvad „poolkuud“. Oleme eemaldanud kõrgematel sagedustel paikneva informatsiooni (kirjutanud vastavatele kohtadele nulli) ning samuti oleme eemaldanud sagedustasandi tsentri lähedal paikneva informatsiooni koos alaliskomponendiga. Saadud sagedustasandi kujutis on toodud joonisel 4‑20. Kui teha selles Fourier’ pöördteisendus, saame signaali, mis on toodud joonisel 4‑21. Kui vaadelda nüüd joonist 4‑17, märkame joonistel 4‑17 ja 4‑21 esitatud signaalide vahel teatavat sarnasust. Mõlematel on esile toodud alad, kus esialgsel sõrmejäljel nahakurrud vahelduvad kurdudevaheliste lohkudega.

Sagedusspektri erinevate alade rolli uurimisel signaalile oleme saanud palju huvitavaid tulemusi. Nimelt, ei pea me sõrmejälje taastamiseks omama kogu Fourier’ teisenduse tasandis sisalduvat informatsiooni, vaid osa sellest. Samuti avastasime, et teatud piirkonna väljafiltreerimisel sagedustasandist saame Fourier’ pöördteisenduse abil kujutise, millel ei tähistata mitte naha kurde ja kurdudevahelisi lohke, vaid nende vaheldumist.

4.4.2 Peenstruktuurilise mustri modelleerimine

Printeri poolt trükitud peen muster, mis tekitas nõrgalt halli tausta, koosnes punktidest, mille mõõtmed on mitmeid kordi väiksemad printeri poolt prinditud pildi pikselitest. Selle mõjust Fourier’ kujutisele on pikemalt juttu punktis 4.3. Kui sooviksime digitaalse signaali jaoks modelleerida analoogilist olukorda, satuksime raskustesse, sest pole võimalik pikselmaatriksisse tekitada punkte, mis oleksid väiksemad pikseli mõõtmetest. Üks võimalus on maatriksi mõõtmeid näiteks duubelda või veelgi rohkem suurendada, kuid sellega kaasnevad liiga suured andmeväljade mõõtmed, et neid mõistliku ajaga jõuaks arvutis töödelda. Seega loobume peenstruktuuri üks-ühesest modelleerimisest.

Küll aga võime tekitada pikselisuurusi hajusalt korrapäraselt paiknevaid punkte. Nii nagu printer prindib halltoonides pildi ainult mustadest ja valgetest punktidest koosnevana, toimime ka siinkohal. Taustavärvi ehk nullnivood tähistab must värv, seega peame kohati tekitama valgeid ehk signaali kandvaid punkte.
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Joon. 4‑22 Moduleerimiseks kasutatud signaali suurendatud fragment.
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Joon. 4‑23 Mustriga läbi korrutatud sõrmejälje suurendatud fragment.
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Joon. 4‑24 Fourier’ kujutis moduleeritud sõrmejäljest.


Moduleeritavaks signaaliks valime sõrmejälje, mis on esitatud joonisel 4‑10. „Korrutame“ sõrmejälje läbi mustriga, mille mitmekordne suurendus on toodud joonisel 4‑22. „Korrutame“ selles mõttes, et punktides, kus muster sisaldab valget väärtust, asendame ka sõrmejälje kujutises selles kohas asuva punkti valgega, vastasel korral jätame sõrmejälje selles kohas muutmata. Mitmekordselt suurendatud tulemus on kujutatud joonisel 4‑23, kus on võimalik eristada valgeid alasid, mis vastavad naha kurdudele. Moduleeritud sõrmejäljest kui kahedimensionaalsest signaalist arvutuslikult leitud Fourier’ pöörde mooduli ruut on esitatud joonisel 4‑24.

Esmalt märkame muidugi tsentrist eemale tekkinud kõrge intensiivsusega alasid, mis vastavad teatavasti kõrgematele sagedustele. Kõrgemad sagedused antud juhul ongi seotud moduleerimiseks kasutatud hajusalt korrapäraselt asetsevate punktide paiknemisega. See, et nimetatud kaugemal asuvad intensiivsed sagedustasandi punktid paiknevad mõttelise ruudu tippudes, pole samuti mingi üllatus. On ju punkt-muster nii horisontaalsihis kui vertikaalsihis ühesugune, sellest ka sagedustasandi vertikaali ja horisontaali suhtes tekkinud sümmeetria. Küll aga on lausa hämmastav, et nimetatud ruudu tippudes paiknevad kordsed intensiivsused sisaldavad enda ümber täpselt samasugust rõngakujulist moodustist, mis asub ka sagedustasandi tsentri ümber. Oleme avastanud huvitava ning väga tõsiselt võetava Fourier’ teisenduse omaduse. Kui moduleerida mingit signaali punkt-mustriga, tekib Fourier’ teisenduse sagedustasandisse kõrgesageduslikke alasid, mis oma kujult on väga sarnased tsentrilähedaste aladega. Seda võiks sõnastada ka nii, et tsentris asuva informatsiooniga on „läbi korrutatud“ punkt-mustri sagedust määravad kõrgemasageduslikud alad.
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Joon. 4‑25 Väljalõige Fourier’ kujutisest jooniselt 4‑24.
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Joon. 4‑26 Fourier’ pöördteisendus sagedustasandist, mille mooduli ruut on kujutatud joonisel 4‑25.


Järgnevalt lõikame välja ühe rõngastest, mis ei paikne sagedustasandi tsentri piirkonnas, ning uurime seda lähemalt. Tehtud väljalõike mooduli ruutu kirjeldab joonis 4‑25. Antud juhul moodustab joonisel 4‑25 kujutatud ala joonisel 4‑24 kujutatud alast 1/16. Valime väljalõigatud piirkonna tsentriks seal paikneva intensiivseima punkti ning teeme sellest alast Fourier’ pöörteisenduse, saadud tulemus on esitatud joonisel 4‑26. Ootuspäraselt märkame, et Fourier’ pöördteisendusel saadakse sõrmejäljega (4‑10) väga sarnane kujutis. See peaks veelgi kinnitama asjaolu, et mitte kogu Fourier’ sagedustasandis paiknev informatsioon pole oluline esialge signaali enam-vähem rahuldavaks taastamiseks.

5 Kokkuvõte

Käesolev uurimustöö on kirjutatud eesmärgiga uurida Fourier’ pööret (FP), selle omadusi erinevate kahedimensionaalsete sisendsignaalide (kujutiste) jaoks. Töö käigus koostasid autorid optilise katseseadme valguslainete difraktsiooni abil FP teostamiseks ning võimaluste piires kõrvutasid sellega saadavaid tulemusi nö teoreetiliselt, st digitaalse FP algoritmiga arvutatud tulemustega.

Katseseadme – mida võib nimetada ka optiliseks Fourier’ pöörde paralleelprotsessoriks – koostamine õnnestus peale tehnilistest probleemidest ülesaamist täielikult, seda kinnitasid juba esimesed katsed piluga kui lihtsaima proovi-sisendsignaaliga. Katseseadmelt saadavate väljundtulemuste ühtimine teoreetiliste tulemustega ka komplitseeritumate sisendsignaalide (fraktalid, sõrmejäljed) puhul kinnitas katseseadme korrektset toimimist.

Korrapäraste fraktalite Fourier’ teisenduste uurimine tõi esile mõningaid seaduspärasusi fraktalite Fourier’ pööretes. Näiteks tekib hulknurkse fraktali Fourier’ teisenduse kujutises hulknurga külgede arvuga võrdne arv intensiivseid sirgeid ning igaüks neist sirgetest on risti ühega hulknurga külgedest. Selle väite kehtivuse kontrollimiseks üldjuhu jaoks võib tulevikus üritada leida matemaatilist tõestust või kontrollida selle kehtivust rohkemate fraktalite jaoks. Võimalik ka, et kusagil väga mahukas fraktalite-alases kirjanduses leidub nimetatud tähelepanekut hõlmavaid töid. Nii või teisiti, sellest tulemusest võib edasi arendada uue huvitava uurimuse.

Meil õnnestus kätte saada sõrmejälgede Fourier’ kujutiste põhistruktuur. Veendumaks, et sagedustasandisse tekkinud rõngal on oluline tähtsus, teostasime digitaalselt mitmete filtritega Fourier’ pöördteisendusi. Seejuures avastasime meetodi, kuidas sõrmejälgede puhul reljeefselt esile tuua mitte niivõrd nahakurrud ja nendevahelised lohud, vaid hoopis kurdude ja lohkude üleminekukohad.

Esmasel väljatrükil paberile “valge” taustana esinenud vaevumärgatavat halli tooni põhjustav punktmuster andis meile asjaliku õppetunni nii jagusaamises eksperimentaatorit salakavalalt varitsevatest artefaktidest kui ka FP efektiivsusest varjatud info esiletoomises. Proovisime analoogilist mustrit ka arvutil modelleerida ning tulemus osutus väga tähendusrikkaks: avastasime FP omaduse, mille kohaselt moduleeritud signaali Fourier’ teisenduse kujutises asetseb moduleerivat sagedust määravate punktide ümber sarnane kujutis, mis ka tsentri ümber paikneb.

Käesolev uurimistöö andis meile algteadmisi Fourier pööretest kui füüsika paljusid valdkondi ühendavast ja tänapäevase signaalitöötluse põhilisest meetodist, aga samuti ettekujutuse eksperimentaal-teoreetilise täppisteadusliku uurimistöö tegemisest.

Autorid tänavad TÜ laineoptika professorit akadeemik Peeter Saarit, kes juhatas meid sisse Fourier’ optika maailma, aitas meil töö käigus ootamatult esile kerkinud probleemidele lahendusi leida ning vaatas kriitilise pilguga üle meie kirjatöö, samuti TÜ Füüsika Instituudi teadurit füüsikadoktor Kaido Reiveltit, kes aitas meid katseseadme paigaldamisel vajalike näpunäidetega ning aitas CCD‑kaamerast informatsiooni kätte saada. Täname klassivend Siim Pikkerit, kes abistas meid katseseadme koostamisel, Eesti Ajalooarhiivi fotokoopiate tegemise eest ning Tartu Politseiprefektuuri sõrmejälgede jäädvustamise eest. Täname oma vanemaid toetuse ja mõistmise eest.
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7 Abstract

This work is written as a summary of our study of Fourier transform. Fourier transform is a very powerful and widely used method in physics and signal processing. Any given signal can be fully described in the time/space domain or in the frequency domain. We can go between these two representations by using a method called the Fourier transform. The use of the Fourier transform has many applications, in fact any field of science that utilizes sinusoidal variables in it's theory, such as physics, engineering, applied mathematics, and chemistry, will make use of Fourier theory and transforms.

The aim of our work was to compare two methods of performing Fourier transform. It can be performed either digitally by a computer or by making use of some wave optical processes (diffraction) which result in the Fourier’ transform. 

We prepared a few digital images of fractals and fingerprints in the beginning of the study. Later on, we managed to copy them on a filmstrip. These images, either digital or on the filmstrip, were used as input signals for the Fourier processor.

As a practical work, we built a set-up consisting of optical elements and devices such as lenses, mirrors, a telescope and a laser. This set-up was used to perform optical Fourier transform. A CCD-camera was used for recording the images that represented the Fourier transform into the frequency domain. 

We processed gathered data systematically and the results we achieved are presented in this work. As we used quite a many polygonal fractals as input signals, we managed to investigate the Fourier transforms of these fractals. This allowed us to discover some common regularity rules concerning the Fourier transforms of fractals.

Performing Fourier transforms of fingerprints led us to some very interesting findings. Also, we managed to model the pattern caused by the printing of the weak grey colour. The result on modelling the pattern on the computer was rather unexpected and turned out to be a potentially important property of the Fourier transform which was unknown to us before. 

The results demonstrate that the two-dimensional Fourier transform, particularly if carried out in parallel by the optical 2F processor, is a powerful tool in signal analysis.
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